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Vorwort der Herausgeberin

Wer mit Computergrafikprogrammen arbeitet, ist sicherlich schon Begriffen
wie «Bézigon» oder «Béziergldttung» begegnet und hat sich dabei vielleicht
gefragt, was hinter diesen Namen stecken mag. Beim Lesen des vorliegenden
Heftes wird dieses «Geheimnis» geliiftet!

Baoswan Dzung Wong gelingt es auf sehr verstdndliche und dusserst anregende
Weise den — sowohl mathematischen als auch geschichtlichen — Hintergrund
einer «Funktionsfamilie» zu durchleuchten.

Mit Bézierkurven: gezeichnet und gerechnet hat die Reihe «Themenhefte der
DMK» Zuwachs erhalten. Die Autorin stellt in diesem Heft den Bezug zwi-
schen Mathematik und Anwendungen der Mathematik her und gibt vielerlei
Anregung fiir Eigenaktivititen von Schiilerinnen und Schiilern.

Die DMK dankt der Autorin, dem Programm «ETH fiir die Schule» und dem

Kanton Aargau fiir die Unterstiitzung dieses Projektes und dem Orell Fiissli
Verlag fiir die sachkundige verlegerische Betreuung.

Ziirich, Sommer 2003
Fir die Deutschschweizerische Mathematikkommission

Ursula Eisler, Prisidentin
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Vorwort der Autorin

Die grundlegende Arbeit zu diesem Heft entstand im Wintersemester
1999/2000 und wurde durch das Programm «ETH fiir die Schule» und vom
Erziehungsdepartement des Kantons Aargau ermoglicht.

Den Anstoss zum Thema Bézierkurven und Bézierflachen erhielt ich gewisser-
massen iiber meine Tochter Wingdzi, indem ich sie zum alljdhrlichen Kinover-
gniigen mit Disneys Werken begleitete. Dabei hatte es mir besonders die
menschliche Ausstrahlung des vom Computer animierten Teppichs angetan,
der Aladdin in guten wie in schlechten Zeiten zur Seite stand.

Bei dieser Arbeit wurde ich in freundlicher Weise von Prof. Dr. Urs Kirch-
graber unterstiitzt. Ohne seine Kommentare und Vorschlidge wire die Arbeit
nie so geworden, wie sie jetzt ist. [ch mochte ihm an dieser Stelle von Herzen
dafiir danken, dass er mich stets ermuntert und grossziigig beraten hat. Ich
danke herzlich dem Rektor der aargauischen Kantonsschule Wettingen, Dr.
Urs Strissle, dafiir, dass ich wihrend jenes Semesters teilweise vom Unterricht
freigestellt werden konnte. Ausserdem bin ich meiner Klasse 4dP des Jahres
2000/2001 zu Dank verpflichtet, von deren kiinstlerischer Begabung ich mich
inspirieren liess und die mich beim Testen dieses Materials unbefangen und
freundschaftlich beriet. Mein Dank geht auch an die vielen Kollegen und Kol-
leginnen, namentlich Moritz Adelmeyer, die das Manuskript in einer fritheren
Fassung gelesen und kommentiert haben. Ebenso danke ich Silvia Bartholdi
und ihren Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern vom Orell Fiissli Verlag fiir ihren
grossen Einsatz bei der Gestaltung und der Koordination der Drucklegung.
Vor allem danke ich aber meiner Familie, besonders meinem Ehemann Shiufei
fiir die Geduld und Unterstiitzung wihrend der arbeitsreichen Entstehungs-
zeit.

Untersiggenthal, im August 2003

Baoswan Dzung Wong
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Abbildung 1
Designobjekt

Einfihrung

1.1 Design

Bei manchen Artikeln des téglichen Bedarfs — vom Schriftzug einer Wer-

bung iiber den Wasserhahn bis zum Auto — ist nicht nur der Inhalt wichtig,
sondern auch das Aussehen. Die Gegensténde sprechen uns in erster Linie durch
ihre Gestaltung an. Wer sich in der verwirrenden Vielfalt fiir eine Marke ent-
scheiden muss, tut es oft auf Grund der Gefiihle, die das Design in ihm weckt.
Vor wenigen Jahren hatten iMac und iBook den Markt erobert, indem sie
durch ihre fréhlichen Bonbonfarben und ihre kindlich-runde Form entziickten.
Ein Designobjekt war insbesondere das iBook, das aus einem einzigen durchge-
formten Stiick bestand. Nicht einmal Griffe zeigte es (diese konnten bei Bedarf
herausgeklappt werden), welche die Eleganz seiner Umrisslinie gestort héatten.
Selbst Autos haben ihre eckigen Formen verloren und sind runder geworden.
Autoliebhaber lassen sich ndmlich nicht nur von der hoch stehenden Fahr-
qualitédt, sondern auch von der Eleganz der Karosserie beeindrucken. Einem
wohlgestalteten Auto ist die liebevolle Pflege seines Besitzers gewiss. Ebenso
kann die besondere Form eines Flaschenkiihlers, einer Puderdose und selbst
die schlichte Eleganz eines Wasserhahns dem Auge und der Hand schmeicheln.
Design ist also ein nicht wegzudenkender Teil unseres Alltags.

Kapitel 1

Design und Kurven



1.2 Kurven

Das erste Handwerk, das ein Designer oder eine Entwerferin beherrschen

muss, ist das Zeichnen einer Linie oder Kurve. Der Kurve kommt eine
besondere Bedeutung zu: Sie ist das Werkzeug fiir Grafiker und Designerinnen,
um ihren Erzeugnissen Ausdruck zu verleihen. So verbirgt sich eine ganze
Wissenschaft hinter dem Entwerfen von Schriftarten. Aber auch einem Fir-
menlogo kann Gestalt verliehen werden, indem sein Umriss durch eine Kurve
definiert wird.

Hilfsmittel: Uber Jahrhunderte hinweg waren Zirkel und Lineal die einzigen
Hilfsmittel, die zum Zeichnen eingesetzt wurden. Daher konnten nur Kreise und
Geraden zuverléssig reproduziert werden. Kompliziertere Kurven wurden mit
einem Kurvenlineal (siche Abb. 2) gezeichnet und mithsam zusammengesetzt.

ABN

Mit dem Anbrechen des industriellen Zeitalters wurde dies zu einem Hindernis
bei der Fertigung von Werkzeugen und Flichen. Denn die in Arbeitsteilung
verfertigten flichigen Teile passten beim Zusammenfiigen nicht mehr zueinan-
der. Es wurde wichtig, dass Kurven auf den Konstruktionsplénen stets gleich
und exakt gezeichnet, ebenso metallene Flichenteile in der Fabrikhalle stets
gleich und exakt reproduziert werden konnten. Geschwungene Kurven und
glatte Flachen sind an jedem Auto zu finden. So waren es auch die Ingenieure
PAUL DE FAGET DE CASTELJAU bei Citroén und PIERRE BEZIER bei Renault,
die um 1970 eine Klasse von mathematischen Kurven erfunden haben, welche
einfach zu verstehen und leicht zu handhaben sind und sich dariiber hinaus
vielfaltig einsetzen lassen. Es ist die Klasse der Bézierkurven.

Einfiihrung: Design und Kurven

Abbildung 2
Kurvenlineal
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Abbildung 3
Erste Beispiele von
Bézierkurven

Wie die Beispiele in Abbildung 3 erzeugt werden kénnen und was ihre mathe-
matische Eleganz ausmacht, werden Sie in diesem Heft erfahren. Jetzt lassen
Sie aber diese Kurven auf sich einwirken. Einige wirken elegant, andere tol-
patschig, einige sind voller Dynamik, andere trédge und schleppend, einige
wirken bescheiden, andere abenteuerlich. Das alles konnen Bézierkurven sein.
Im Vergleich dazu wirken Kurven, die mit Lineal und Zirkel erzeugt wurden,
technisch und starr.

Einfiihrung: Design und Kurven
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Zwei Kompositionen

Werfen Sie einen kurzen Blick auf die beiden Kompositionen in Abbil-
dung 4. Auf welchen Bereich in jedem Bild (oben, Mitte, unten) wird IThr
Augenmerk gelenkt?

In welchem Bild sind Horizontale und Vertikale stirker betont?

(Da wir Menschen sténdig unter der Einwirkung der Schwerkraft stehen,
sind wir sehr stark auf horizontale und vertikale Richtungen bezogen.
Fehlen diese, fithlen wir eine gewisse Orientierungslosigkeit. Manchmal ist
in der bildenden Kunst diese «Fiihrungslosigkeit» aber erwiinscht um z. B.
Rebellion auszudriicken.)

Ein anderes Element in diesen Bildern ist die Anderung der Kriimmung.
Die Kriimmung ldsst sich intuitiv so verstehen: Stellen Sie sich vor, mit
dem Fahrrad Kurven zu fahren. Miissen Sie die Lenkstange stark ab-
drehen, so ist die Kurve dort stark gekriimmt. Kénnen Sie die Lenkstange
gerade halten oder miissen diese nur schwach abdrehen, so ist die Kurve
nicht oder nur schwach gekriimmt.

Untersuchen Sie, in welchem der beiden Bilder die Kriimmungen entlang
der jeweiligen Kurven stérker betont sind.

In Aufgabe a) hat wahrscheinlich im rechten Bild die rechte obere Ecke
Thre Aufmerksamkeit zuerst auf sich gezogen, wihrend im linken Bild alle
drei Bereiche etwa im Gleichgewicht stehen. Welches Element, b) oder ¢),
ist dafiir verantwortlich?

Einfiihrung: Design und Kurven

Abbildung 4
Zwei Kompositionen mit
Bézierkurven



Buchstaben

Die Buchkunst des Mittelalters lebte von den mit feinster Sorgfalt und

Hingabe von Hand vorgenommenen Abschriften. Spéter, mit der Erfin-
dung des Buchdrucks', wurden die von den Ménchen entwickelten Schriftarten
mit hoher Kunst in Metall gegossen. Zu Beginn des 20. Jahrhunderts waren nur
wenige Schriftarten fiir die Schreibmaschine? und den Buchdruck gebrauchlich.
Heute stehen uns eine Fiille von Schriftarten zur Verfiigung — von technisch
starren Schriftarten iiber barock verschnorkelte bis zu leicht beschwingten. Im
Zeitalter des Computers erlauben uns die Bézierkurven (siehe Ubung 43), die
Eleganz des Federstrichs auch in den zeitgeméissen Schriftarten wieder aufleben
zu lassen. Neue Schriftarten entstehen heute mit Leichtigkeit, doch gehen die
meisten nach kurzer Zeit unter. Das Entwerfen von Buchstaben ist eine Kunst

und erfordert viel Geschick und Erfahrung. Damit ein Buchstabe harmonisch
Abbildung 5

wirkt, miissen Zwischenrdume ein angemessenes Gewicht aufweisen. Beachten L
Der Buchstabe I, siche Ubung 2

Sie etwa, dass scheinbar gerade Langsbalken in Wirklichkeit in der Mitte kaum
merklich verjiingt sind und so dem Buchstaben seine Geschmeidigkeit verlei-
hen (siche Abb. 5). Nur jene Schriften haben Jahrhunderte iiberlebt, die sich
durch Klarheit und Eleganz, wie bei einem tadellos geschliffenen Diamanten,
auszeichnen. Betrachten Sie in Abbildung 6 den Buchstaben R. Er gilt als
der reprasentativste des Alphabets, weil seine Konturen sowohl geradlinige wie
kreisbogenférmige und geschwungene Teile in sich vereinigen. Hier wird er in
den zwei Schriftarten Courier und Zapf Chancery abgebildet.

Abbildung 6
Buchstabe R (links Courier; rechts
Zapf Chancery)

a) In welcher Schriftart gefdllt Thnen der Buchstabe besser?

b)  Eine der beiden Schriftarten tragt deutliche Spuren der Konstruktion mit
Zirkel und Lineal. Welche? Zeichnen Sie die Kreise ein, die sich in die
Bogen des Buchstabens einschmiegen lassen.

¢) Insgesamt zeigen Buchstaben eine ausgeprigte Ausrichtung nach der Ho-
rizontalen und der Vertikalen. Worauf ist das zuriickzufiihren?

d)  Untersuchen Sie nun die Anderung der Kriimmung. In welchem der beiden
ist die Anderung abrupt, in welchem verlduft die Kriimmungsinderung
sanfter?

1 um 1450
2 erstmals 1873 auf dem Markt, von Sholes & Glidden, USA

Einfiihrung: Design und Kurven 1 1



e)  Entscheiden Sie auf Grund Ihrer obigen Untersuchungen, welche der bei-
den Schriftarten nur mit jiingeren Methoden erzeugt werden kann.

Riickblick und Ausblick

Kapitel 1
1 2 Einfiihrung: Design und Kurven



Abbildung 8
Drahtspannbild

Geometrischer Zugang

Wie koénnen Sie einen Computer instruieren, eine Linie zu zeichnen?
Beginnen Sie mit der einfachsten Linie, einer Strecke. Sind ihre beiden End-
punkte bekannt, so erhalten Sie jeden dazwischen liegenden Punkt, indem Sie
die Endpunkte geradlinig verbinden. Die Koordinaten aller Punkte der Strecke
im Computer zu speichern, wére eine arge Platzverschwendung. Es gentigt, nur
die Daten der beiden Endpunkte zu archivieren. Die andern Punkte lassen sich
einfach daraus bestimmen.

Abbildung 7
Strecke

Wie sieht es bei einer gekriimmten Linie aus? Der im néichsten Abschnitt be-
schriebene Konstruktionsvorgang beruht auf dem Zeichnen geradliniger Stre-
cken und stammt vom franzésischen Ingenieur de Casteljau, der um 1960 beim
franzosischen Autobauer Citroén arbeitete.

2.1 Konstruktion der Bézierkurve

Intuitiv konnen Sie sich die Methode, um vom Dreieck PyP; P, zu einer

gekriimmten Kurve zu kommen, als jene des «Eckenabschneidens» vor-
stellen. Auch mit Drahtspannbildern ldsst sie sich vergleichen. Diese entstehen
folgendermassen: Die Schenkel PP, und P, P, werden z.B. mit je zwanzig,
von links nach rechts nummerierten Négeln in gleichen Abstédnden versehen.
Danach werden die Négel mit jeweils gleichen Nummern durch einen Kupfer-
draht verbunden. Die Dréhte umhiillen dann eine gekriimmte Kurve wie in
Abbildung 8.

Kapitel 2

Die Konstruktion

13



«Umbhiillen» ist ein vager Ausdruck, um zu be-

schreiben, welche Kurve hier eigentlich entsteht. Py
Man miisste angeben, welcher Punkt auf dem
Draht die Kurve ausmacht. Nach de Casteljau 6
teilt man jeden Draht wieder in 20 Teile, num-
meriert sie der Reihe nach, wieder von links nach
rechts, und nimmt jenen Teilungspunkt, der die-
selbe Nummer tragt wie die Endpunkte, die der 6 r
Draht verbindet. Dieser Punkt ist dann ein
Punkt der gesuchten Kurve. In Abbildung 9 wird
der sechste Kurvenpunkt konstruiert, der sich auf Py Py
dem Draht von 6 nach 6 im Drahtspannbild der
Abbildung 8 befindet. ?(t:ll?\lil:ll;guikt auf einem
Einzelfaden
Bezeichnungen
Die so entstandene Kurve heisst Bézierkurve 2. Ordnung.
Von den drei vorgegebenen Punkten bestimmen Py und P, Anfangs- und
Endpunkt, wihrend P; die Form der Bézierkurve festlegt. Py, Py, P> heis-
sen Kontrollpunkte der Kurve.
Die in Abbildung 9 mit der Nummer «6» bezeichneten Punkte teilen die
Schenkel PyP; und PP, je im Verhiltnis 6 : 14, was dquivalent ist zu
S5+ 3. Allgemein schreiben wir das Verhéltnis in der Form ¢ : (1 —t),
wobei ¢, wie hier ¢ = 2%, einen Wert zwischen 0 und 1 annehmen kann.
Die variierende Grosse t heisst Parameter der Bézierkurve.
Folgende kleine Ubung soll zur Wissenssicherung dienen:
Wissenssicherung
a)  Gegeben seien die Punkte Py, P;, Py in Ab-
bildung 10. Konstruieren Sie geniigend viele 1
Punkte der zugehorigen Bézierkurve, sodass 10 i
Sie eine gute Handskizze der Kurve erstel- : /
len konnen. 7 \\
b) Betrachten Sie das Drahtspannbild in Ab- 6 / \\\
bildung 8. Wo liegt der «hochste» Punkt i / N
einer Bézierkurve 2. Ordnung? Begriinden N AN
Sie. 2 / \\
| / \
P Py

-1-10-9-8 7 6-5-4-3-2-101 23 45 6 78 9

Abbildung 10
Konstruktion einiger

Kurvenpunke aus
PoP1 P

1 4 Geometrischer Zugang: Die Konstruktion



¢)  Sie haben im Mathematikunterricht eine ganze Reihe von Kurven ken-
nen gelernt. Nennen Sie einige und beschreiben Sie, wie Sie sie zeichnen
wiirden. Gibt es Unterschiede zu den Bézierkurven, die Sie eben kennen

gelernt haben?

Mit der Vorgabe dreier Punkte Py, P, P5 erhalten Sie aber immer nur Kurven,
die sich gegen eine Seite hin (ndmlich von Py P, aus in Richtung P;) kriimmen,
also nur solche der braven Sorte, niemals aber solche, die unvermittelt um-
kehren, sich schléngelnd winden oder verspielt verschlungen sind. Um auch
solche Kurven zu erhalten, versuchen Sie es einmal mit der Vorgabe von vier
Kontrollpunkten. Die Methode des Eckenabschneidens lédsst sich auch darauf

anwenden.

Vier Kontrollpunkte

Ausgehend von den vier Kontrollpunkten Py, Py, P, P3 (siehe Abb. 11),
wurde in drei Schritten der Kurvenpunkt S3 zum Parameterwert ¢ = %
konstruiert. Schreiben Sie zu jedem Schritt ausfiihrlich den Konstruktionsweg

auf, insbesondere, wie die Punkte @1, Q2, @3, R2, R3 und Ss entstanden sind.

Py

(03

Definition: Die auf diese Weise gewonnene Kurve
heisst Bézierkurve 3. Ordnung.

Funf Kontrollpunkte Po
Wie lésst sich die Methode auf fiinf gegebe-
ne Kontrollpunkte erweitern? Konstruieren Pro
Sie zu den Punkten Py, Py, Py, P3, Py in Ab-
bildung 12 denjenigen Punkt der Bézierkurve 4.
Ordnung, der zum Parameterwert ¢ = % gehort.
o
Py

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion

Py
(0))

Abbildung 11
«Ohne Worte»

oPs
o
Py
Abbildung 12
Konstruktion mit fiinf
Kontrollpunkten

15
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In diesem Heft werden, wenn nicht anders vermerkt, Bézierkurven 3. Ordnung
betrachtet, weil sie fiir die meisten Fille vielfiltig und allgemein genug sind.
Zuweilen geniigen sogar Bézierkurven 2. Ordnung.

Einige Merkmale von Bézierkurven

Reproduzierbarkeit

Fiir eine Bézierkurve 3. Ordnung brauchen Sie nur die vier Punkte Py, Py,
P5, P3 zu kennen. Die Konstruktion der Kurvenpunkte ist dann durch das
Rezept vollstandig festgelegt. Auf diese Weise kann die zu den Punkten P,
Py, Py, P3 gehorende Bézierkurve jederzeit und iiberall exakt reproduziert
werden. Sie entzieht sich so — obwohl von einer frei von Hand gezeichneten
inspiriert — dem Willen und den Launen des Menschen. Dieses mathema-
tische Rezept nennen wir nach seinem Erfinder den Algorithmus von de
Casteljau.

Kurven kénnen auch durch Funktionsterme erzeugt werden. Auch das ist
ein Beispiel eines Algorithmus. In Kapitel 3 lernen Sie, Bézierkurven durch
Funktionsterme zu beschreiben.

Datenkompression

Eine Kurve besteht aus unendlich vielen Punkten. Sie zu kennen, heisst,
die Koordinaten aller ihrer Punkte zu kennen. Weder Mensch noch Com-
puter kénnen unendlich viele Zahlen speichern. Man muss sich also fiir
alle praktischen Zwecke auf solche Kurven beschrianken, die aus gewissen
Angaben, den Daten, und einer Hand voll Regeln, einem so genannten
Algorithmus, erzeugt werden kénnen. Der Algorithmus von de Casteljau
ist ein schones Beispiel dafiir. Gemessen an der — in Gedanken mogli-
chen — Auflistung aller Punkte einer Kurve ist das Beschreiben eines
Algorithmus, der die Kurve erzeugt, viel effizienter. Man komprimiert
gewissermassen die unendlich vielen Punkte, die eine Kurve ausmachen,
in ein paar Kontrollpunkte und Regeln.

Kontrollpunkte

Die Kontrollpunkte lassen sich in zwei Klassen einteilen, namlich in solche,
durch welche die Bézierkurve geht, und in solche, an die sie sich bloss
néahert.

Nur der erste und der letzte Punkt (Py bzw. Ps) sind Kurvenpunkte. Sie
sind zugleich Anfangs- und Endpunkt der Kurve und heissen daher auch
Ankerpunkte der Kurve.

Die mittleren Punkte (P, und Ps) liegen nicht auf der Kurve. Sie regeln
aber den Verlauf der Kurve zwischen Py und P3. Man nennt sie Fiihrungs-
punkte. Werden P; oder P, verdndert, so hat dies eine Verformung der
ganzen Kurve zur Folge. Ndheres dazu in Abschnitt 2.3.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion



2.2 Ubungen von Hand

Drei Kontrollpunkte

Gegeben sind die Kontrollpunkte Py(0]0), P;(5/10), P2(20]0) in Abbil-
dung 13.

Konstruieren Sie nach der Methode von de Casteljau die Punkte, die zum

Teilungsverhéltnis ¢ : (1 — ) gehoren, wobei ¢ nacheinander %, L = 2

10° 10° 10°
.35, 3, 12 sei. (Verteilen Sie die Arbeit auf die Klasse.)
Verfertigen Sie auf Karton ein Fadenspannbild, dessen Faden den Verlauf

der Konstruktionslinien zeigen, welche die zugehérige Kurve umbhiillen.

1 N
N

Py

Py 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Vier Kontrollpunkte in den Ecken eines Quadrates

In Abbildung 14 liegen die Kontrollpunkte in den Ecken eines Quadrates
der Seitenlinge 10. Zeichnen Sie die Figuren auf kariertes Papier und

konstruieren Sie fiir jedes Kontrollpolygon nach der Methode von de Casteljau

die Punkte, die zum Teilungsverhaltnis ¢ : (1 — ¢) gehoren. Wahlen Sie fiir ¢

nacheinander

0 1 2 8 9 10

0 1 2 8 9 10 . o
10> 16° 107 - - - 10 107 10- Benutzen Sie die Symmetrien!

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion

Abbildung 13
Dreieckiges Kontrollpolygon
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Bezeichnung: P(3) ist der Kurvenpunkt, der zum Parameterwert ¢ = 5

P Py Py Py

Vier Kontrollpunkte - gleichschenkliges Trapez

Betrachten Sie in Abbildung 15 das Kontrollpolygon Py(—100), P;(—4/8),
Py(4]8), P4(10(0).

a)  Konstruieren Sie die Bézierkurve, die zu diesem Kontrollpolygon gehort.

Lesen Sie die Koordinaten von P(1) — dem Kurvenpunkt, der zum Para-
meterwert % gehort — ab.

¢)  Welches sind die Koordinaten von P(3), wenn das gleichschenklige Trapez

allgemein die Hohe A hat und die Grundlinie sich von Py(—%]0) bis P3(5]0)
erstreckt?

P Py

' / L
Py P
11-109 8 7 -6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1

2

gehort. Er wird zuweilen auch «parametrischer Mittelpunkt» der Kurve oder
kurz «Kurvenmittelpunkt» genannt.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion

Ps

Abbildung 14
Quadratische Kontrollpolygone
in den Formen U, N und X

Abbildung 15
Trapezformiges Kontrollpolygon




Tangenten

Erklédren Sie, weshalb die Bézierkurven in den Endpunkten stets tangen-

tial zu den Polygonseiten, die diese Endpunkte enthalten, verlaufen. t

Anmerkung: Hier ist es passend, die Definition der Tangente aus der Analysis 0

zu beniitzen. Unter einer Tangente an eine Kurve im Punkt P, versteht man

jene Gerade t, der sich eine Folge von Sekanten s durch Py und @ n&hert, wenn

der zweite Schnittpunkt @ entlang der Kurve an den Punkt P, heranriickt.

Angenommen, Sie mochten eine gewisse schwungvolle Linie durch eine Bé-

Py

Abbildung 16
Tangente an Py

zierkurve erzeugen, dann besteht Thre Aufgabe darin, zu dieser Kurve die

Kontrollpunkte zu finden. Fiir Bézierkurven der 2. Ordnung und gewisse der

3. Ordnung ist dies leicht zu 16sen (vgl. Ubungen 10 und 11).

Bézierkurve 2. Ordnung -
Rekonstruktion der Kontrollpunkte

Betrachten Sie die Bézierkurve in
Abbildung 17.

Beweisen Sie, dass der hochste Punkt der
Kurve die Mitte der Schwerlinie durch P;
im Dreieck Py P; Ps ist.

Konstruieren Sie die Kontrollpunkte Py, Py,
Py, die zur vorgegebenen Bézierkurve ge-
horen. Welche Koordinaten haben die kon-
struierten Punkte?

Bézierkurve 3. Ordnung -
das Kontrollpolygon

Uberlegen Sie, welcher Art ein Viereck sein
muss, damit es als Kontrollpolygon einer
symmetrischen Bézierkurve dienen kann.
Der Kurvenmittelpunkt P(1) hat die Koor-
dinaten (0|6). Beweisen Sie, dass die Hohe
des Kontrolltrapezes vier Drittel der Hohe
von P(3) iiber der Grundlinie Py P, also
8, betrégt.

Konstruieren Sie die Kontrollpunkte Py, Py,
P, Ps der gegebenen Bézierkurve. Welche
Koordinaten haben sie?

Beweisen Sie: Bildet ein Kontrollpolygon
Py P, P, P3 in dieser Reihenfolge ein all-
gemeines Trapez, dann ist die Hohe der
Kontrollpunkte P; und P; iiber der Grund-
linie PyPs5 gleich vier Drittel der Hohe des
Kurvenmittelpunktes P(3) iiber der Grund-

linie.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion
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Abbildung 17
Aus der Kurve das Kontrolldreieck konstruieren

D

3

N
q

=)

N

\
\

F'S

e

-10 -8 6 -4 -2

)

o
[N
IS
=)
oo
)

Abbildung 18
Aus der Kurve das Kontrolltrapez konstruieren
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Bézierkurven in der kommerziellen Grafiksoftware

In Grafikprogrammen wie AppleWorks, Freehand, Adobe Illustrator, usw.
sind Bézierkurven als Werkzeuge eingebaut. In der AppleWorks-Zeichen-

umgebung z. B. wihlen Sie aus der Palette das so genannte Bézigon und erzeu-

gen damit eine Bézierkurve wie folgt:

1.

Definieren Sie Anfangspunkt A und End-

punkt B der Kurve. Das erreichen Sie, in- D =———————1 Ganznach hinten T —
dem Sie auf der Zeichenebene des Bild- E% : :Lnsm::z;;usrlcmen K : :
schirms die Stelle A, wo die Kurve beginnen = = - k»———-®umonnen
soll, anklicken, dann mit der Maus an die s : P
Stelle B, wo die Kurve enden soll, hinfahren ;: Li" """"""" ke
und dort doppelt klicken. Damit wird die  J&g P'“e'j‘““' LA
Kurve verankert. ]TE EEE:EE:EQ RUfhebon _EE :
Nun wird auf dem Bildschirm eine Strecke B= Schutz autheben i | ... (Z) Zehen .. ..i......
von A nach B angezeigt. Mit dem Befehl : : iziehen (2) :

.. - : s e N :
Umformen konnen Sie die Gerade nach Gut- SR / SRR
diinken in eine Kurve verziehen, indem Sie e : \\
die Ankerpunkte anklicken und dadurch die : : ?:.’/ - - T} :
urspriinglich versteckten Griffe, auch Um- R SR R PO IR Ao
formzeiger genannt, sichtbar machen und : : a:;i wn | anklitz:ken
anschliessend an den Endpunkten C' bzw. : :
D der Griffe ziehen und drehen. Sie beob-
achten, wie die Kurve sich dabei mitbewegt, S
und zwar so, dass sie sich entlang den Grif-
fen anschmiegt — je linger die Griffe sind, Abbildung 19

umso stiarker —, um sich dann geschmeidig
zum anderen Ankerpunkt, entlang dessen
Griff, hiniiberzuschwingen.

Spielen Sie mit den Griffen und beobachten Sie, in welchem Mass die
Kurve sich mitbewegt.

Sie haben sicherlich bemerkt, dass A und B mit den Kontrollpunkten Py
und P3 zusammenfallen. Wie steht es mit C' und D?

Sie kénnten so vorgehen, dass Sie eine «einfache» Bézierkurve erzeugen —
z. B. eine, die als Kontrollpolygon ein Trapez mit Grund- und Decklinie auf
Rasterlinien hat. Die Griffe verschwinden nach Beenden des Umformens
wieder, deshalb empfiehlt es sich, deren Endpunkte C' und D mit Kreislein
zu markieren. Drucken Sie Thre Zeichnung aus und konstruieren Sie nach
Ubung 11 die zugehorigen Kontrollpunkte. Was fillt IThnen auf?

Wenn Sie in b) geantwortet haben, dass A, B, C' und D den vier Kon-
trollpunkten Py, Py, P> und P5 entsprechen, dann miisste die zugehorige
Bézierkurve von der 3. Ordnung sein. Uberpriifen Sie das, indem Sie die
in Ubung 11d) gefundene Eigenschaft! nachweisen.

1 Bei Bézierkurven der 3. Ordnung betragt die Kurvenhohe % der Trapezhohe.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion
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2.3 Das Steuern einer Kurve

Dieser Abschnitt ist fiir das Verstdndnis der weiteren Kapitel nicht not-

wendig und kann iibersprungen werden. Wenn Sie aber dabeibleiben,
werden Sie eine angenehme Eigenschaft der Bézierkurven kennen lernen und
verstehen, warum Bézierkurven bei Grafikern und Konstrukteurinnen so be-
liebt sind.

Zeichnen ist eine schopferische Tétigkeit. Eine Linie in einem Bild, das im
Entstehen begriffen ist, bleibt selten so, wie sie zu Beginn aufs Papier gebracht
wurde. Der Zeichner will im Verlauf der Arbeit die Linienfithrung &ndern kon-
nen. Insbesondere dann, wenn eine vom Computer erzeugte Linie nicht seinen
Vorstellungen entspricht. Mit anderen Worten, er méchte mit dem Computer
kommunizieren kénnen und sich nicht von dessen Erzeugnissen beherrschen
lassen. Zeichenprogramme, die diesen direkten Dialog zulassen, heissen inter-
aktiv.

Bézierkurven eignen sich in hohem Masse fiir das
interaktive Arbeiten am Bildschirm. Wie sich
eine einmal erzeugte Kurve korrigieren lasst, soll

nun gezeigt werden.

(i)  Setzen einer Kurve:
Angenommen, eine Designerin mochte die
Umrisslinie eines Produktes entwerfen. Sie
setzt einige wenige Kontrollpunkte in ihre
Zeichenebene. Der Computer zeichnet dann
die Kurve nach der Methode von de Castel-
jau.

(ii) Steuern der Kurve:

Da sie die Kontrollpunkte vielleicht aufs Ge-
ratewohl gesetzt hat, wird die vom Compu-
ter erzeugte Kurve nicht auf Anhieb perfekt
sein. Macht nichts — sie braucht nicht von
vorn anzufangen!

Oft reicht es, nur einen einzigen Kontroll-
punkt zu verdndern. Angenommen, die
Kurve sei der Designerin zu steil oder zu
flach geraten: Sie kann sie niederdriicken
oder emporheben, indem sie z. B. den mitt-
leren Kontrollpunkt tiefer oder hoher setzt.
Die neue Kurve wird flacher oder steiler,
und zwar wird sie sich (im Vergleich zum
Kontrollpunkt) etwa um einen Drittel von
der urspriinglichen Kurve entfernen (siehe

Ubung 13).

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion

Abbildung 20
Provisorische Kurve mit
Kontrollpolygon

Abbildung 21

Provisorische und korrigierte
Kurve mit altem (blauem) und
neuem (gelbem)
Kontrollpolygon



Zur Veranschaulichung stellen Sie sich vor, dass in den Kontrollpunkten Ma-
gnete sitzen, die auf die Kurve eine anziehende Wirkung haben: Werden die
Magnete verschoben, so ziehen sie die Kurve mit. Fast wie im Marionettenspiel
wird die Kurve an unsichtbaren Faden durch die Kontrollpunkte gefiihrt.

Zupfen an einem Kontrollpunkt

Gegeben seien die Kontrollpunkte Py(0[0), P;(0]10), P(10|20), P5(20]10),
P4(20[0).

a) Konstruieren Sie den Kurvenpunkt P(%) mittels der Methode von de
Casteljau.

b)  Verschieben Sie den mittleren Kontrollpunkt P, um 10 Einheiten in die
Hohe (er kommt dann auf P5(10]30) zu liegen) und konstruieren Sie den
neuen Kurvenpunkt P(1).

¢) Um wie viele Einheiten hat sich der neue Kurvenpunkt P(%) gegeniiber
dem alten P(3) veréindert?

d) Wie viel Prozent betréigt die Veréinderung des Kurvenpunktes P(3) ge-
geniiber der Verédnderung des Kontrollpunktes P»?
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Abbildung 22

P> nach P ziechen
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2.4 Das Kurvenzeichnen automatisieren

Die immer wiederkehrenden gleichen Konstruktionsschritte machen am

Anfang Spass. Man eignet sich Routine an, die es erlaubt, mit schlaf-
wandlerischer Sicherheit die Kurve zu erzeugen. Doch bevor das Vergniigen
zum Uberdruss wird, sollte man sich nach Hilfsmitteln umschauen, welche die
mechanische Arbeit abnehmen. Der Grafiktaschenrechner ist ein solches Hilfs-
mittel. Damit konnen Sie die von Hand ausgefiihrten Konstruktionen Schritt
fiir Schritt nachahmen.

In diesem Kapitel werden Erlduterungen von Programmbefehlen dort, wo sie
gebraucht werden, eingestreut!. Die Befehle sind mit dem Zeichen e markiert.

° Mit dem Befehl Pt-0n(3,6) bzw. PtOn 3,6 zeichnet der Rechner einen
Punkt mit den Koordinaten (3|6).

° Mit dem Befehl Pt-Change(3,6) bzw. PtChg 3,6 schaltet der Rechner
den Punkt um, d.h., falls die Umgebung weiss ist, auf Schwarz und um-
gekehrt.

° Mit dem Befehl Line(3,6, 5.1, -2.3) bzw. Line 3,6, 5.1,-2.3 ver-
bindet der Rechner die Punkte mit den Koordinaten (3|6) und (5.1|—2.3).

Beispiel: Py P,
5
Es seien Py(0]0), P1(0]5), P2(5|5), P3(5|0) gegeben. Tippen Sie folgende Befehle
ein: 4
3
Line(0,0,0,5) bzw. Line 0,0,0,5 5
Line(0,5,5,5) bzw. Line 0,5,5,5 '
Line(5,5,5,0) bzw. Line 5,5,5,0 Py Py
Der Taschenrechner zeichnet den nebenan abgebildeten Polygonzug Py Py P Ps, _ A
falls das Fenster geeignet gewdhlt ist. Sonst helfen folgende Befehle, die den %Z?;ggﬁg c2>13ygon yum nebenste
Line-Befehlen vorangestellt werden miissen: henden Beispiel

° ClrDraw loscht die zuvor gezeichneten Kurven und gibt den Grafikbild-
schirm fiir die neue Zeichnung frei.

° ClrHome gibt den Display fiir die neuen Eingaben frei.

° ZSquare bzw. ZoomSqr bewirkt, dass auf den beiden Koordinatenachsen
die Einheiten gleich lang gewéhlt werden, sodass die Zeichnung unverzerrt

erscheint.

1 Angegeben sind die Befehle fiir die beiden Rechner TI-83 bzw. TI-89. Wenn Sie einen
anderen Taschenrechner haben, werden Sie sicherlich die entsprechende Anpassung finden.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion 2 5
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Polygonziige

Gegeben seien die vier Punkte A(10(2), B(—6|4), C(5|—9), D(7|20). Durch
Umordnen konnen aus diesen vier Punkten verschiedene Polygonziige ge-

zeichnet werden.

a)  Wie viele verschiedene Polygonziige gibt es?

b)  Schreiben Sie ein Taschenrechnerprogramm, das einen dieser Polygonziige

zeichnet.

Damit Sie nicht bei jedem Testlauf die Ausgangspunkte im Programm
verdndern miissen, lassen Sie die Eingabe variabel:

° Die x-Koordinate des Punktes A geben Sie im TI-83 so ein:

:Input "AX=", A

Im TI-89 diirfen Sie ldngere Variablennamen wéhlen:

:Input "ax=", ax

¢)  Testen Sie Ihr Programm anhand einiger Zahlenbeispiele.

Berechnung des Teilungspunktes

In der Konstruktion von de Casteljau miis-
sen jeweils Strecken geteilt werden. Da der
Taschenrechner jedoch nur rechnen kann, muss
die Konstruktion in eine Formel iibersetzt wer-
den.
In Abbildung 24 ist

AT :TB=t:(1—1)
Projiziert man die Punkte A, T, B entlang der

gestrichelten Vertikalen auf die z-Achse, so gilt
natiirlich dasselbe Teilungsverhéltnis. Daher ist

(zr—za): (@ —ar) =t: (1-1) (1)
Lost man nach x7 auf, so erhélt man

xr=(1—t)-2a+t-2p (2)
Ebenso gilt

yr=1—1t)-ya+t-yn

Vektoriell' geschrieben, lautet die Formel fiir den Ortsvektor des Teilungspunk-

tes

Fr=(1—t) 7a+t 75

a)  Zeigen Sie die fehlenden Schritte, die von Gleichung (1) zu Gleichung (2)

fihren.

b)  Wie lautet die Formel fiir einen Teilungspunkt 7', der AB im Verhéltnis

3 .7 tailt?
=5 8 S teilt?

1 In Kap. 2 und 3 arbeiten wir meistens in der Ebene, in Kap. 4 im 3-dimensionalen Raum.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion
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Abbildung 24

Teilung der Strecke AB im
Verhéltnis ¢ : (1 —t)



Bezeichnung: 77 wird durch 74 und 7 ausgedriickt, indem 74 und 7p mit

den Faktoren (1 —t) bzw. ¢ verschen und dann addiert wird. Man sagt auch,

77 sei eine lineare Kombination von 74 und 7z; linear, weil ¥4 und 7 nur in

der ersten Potenz und nicht etwa quadratisch oder in komplizierterer Form

auftreten.

Konstruktion von de Casteljau fiir t = %
Im Folgenden soll einfachheitshalber 7 fiir 7'p, = OPy, ..., 75 fiir

7p, = OP3 stehen.

Leiten Sie fiir das Teilungsverhéltnis % : 1—70 die Formeln her fiir

(i) 7o, TQ,, T, ausgedriickt durch 7, 71, 7, 73

(ii) TRy, TR, ausgedriickt durch TQ1 s FQz? TQ4

(i) s, ausgedriickt durch 7r,, 7g,

Erweitern Sie das Programm aus Ubung 14 so, dass der Taschenrechner

alle in der de casteljauschen Methode gebrauchten Teilungspunkte berech-

net.

° Um Tipparbeit zu sparen, kopieren Sie das vorhergehende Pro-
gramm und verdndern dann die Teile nach Bedarf.

° Beniitzen Sie den Zuordnungsbefehl 7/10 % pOx + 3/10 * p1x — qlx.

Das Zeichen — erzeugen Sie mit der -Taste.

Konstruktion von de Casteljau fiir allgemeines ¢

Wie lauten die Formeln fiir die in der de casteljauschen Methode vor-
kommenden Teilungspunkte 7g,, ..., Tr,, ...und 7s, bei allgemeinem
Parameter t?

Veréndern Sie Thr Taschenrechnerprogramm so, dass es die Teilungspunk-

te nicht nur fiir den Parameter ¢ = 1% berechnet, sondern fiir ¢ von 0 bis

1 in lauter Zehntelsschritten.

° Beniitzen Sie fiir die wiederholte Berechnung den Befehl
For(T,0,1, 0.1) bzw. For t,0,1, 0.1. Am Schluss der zu wie-
derholenden Befehlsgruppe schliessen Sie die For-Schlaufe mit dem
Befehl End bzw. EndFor ab.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion
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Umhiillende

Lassen Sie das vorhergehende Programm

laufen, so koénnen Sie zuschauen, wie ein
Geflecht von Konstruktionslinien sich um die
eigentliche Bézierkurve legt. Die Konstruktions-
linien umhiillen gewissermassen die Kurve. Die-
ses Phanomen kennen Sie vom Fadenspannbild
aus Ubung 6.

a)  Wandeln Sie das vorhergehende Programm
erneut um, indem Sie alle Konstruktions-
linien Q;@Q;+; entfernen und nur die Stre-
cken Ry R3 belassen.

b)  Schauen Sie Threm Taschenrechner zu, wie er Strecke um Strecke hinlegt:
Ein frohliches Spiel, wie dasjenige eines Jongleurs, der seine Keule von
einer Hand zur andern wirft. Wie liegen diese Strecken RyR3 zur Bézier-
kurve? (Beweis folgt im Kapitel iiber die Ableitung in Ubung 47).

Konstruktionslinien verstecken

Verdndern Sie Thr Programm nochmals, bis es nur noch die Bézierkurve,
ohne die Konstruktionslinien, zeichnet. Damit eine dichte Kurve gezeich-
net wird, wihlen Sie fiir den Parameter ¢ eine kleinere Schrittldnge.

Kontrollpunkte liber den Bildschirm eingeben

Vielleicht wollen Sie sich nicht mit den Koordinaten der Kontrollpunkte

herumschlagen, sondern viel lieber die Punkte intuitiv auf dem Grafik-
bildschirm setzen. Der Taschenrechner soll dann selber die Koordinaten heraus-
lesen. Wenn Sie einen TI-89 haben (beim TI-83 geht das nicht), dann geschieht
das folgendermassen:

° Die Cursorpositionen auf dem Grafikbildschirm liest der Taschenrechner
TI-89 mit den Koordinaten xc und yc ein. Diese Koordinaten kénnen wie
in den vorhergehenden Programmen unter den Adressen pOx und pOy usw.
abgespeichert werden. Daher kénnen
die Input-Zeilen :Input "pOx=",pOx :Input "pOy=",pOy USW.
durch die Zeile :Input :xc — pOx :yc — pOy USw.

ersetzt werden.

Wenn Sie das gemacht haben, dann wird beim Aufrufen des Programmes der
Grafikbildschirm gezeigt. Nun bewegen Sie den Cursor mit Hilfe der Cursor-
tasten so weit, bis Sie den gewiinschten Ort erreicht haben. Bestédtigen Sie die
Position durch Driicken der —Taste. Haben Sie auf diese Weise alle vier
Kontrollpunkte eingegeben, so zeichnet der Taschenrechner anschliessend die
Kurve.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion

Abbildung 25
Umbhiillende einer Bézierkurve



Kontrollpunkte liber eine Matrix eingeben

Eine weitere Moglichkeit ist die tabellarische Eingabe der Kontrollpunkte:

pOz  pOy
plz  ply
P2z py
p3z p3y

Eine solche Anordnung von Zahlen nennen wir auch eine Matrix. Da diese
Matrix 4 Zeilen und 2 Kolonnen hat, handelt es sich um eine so genannte 4 x 2-
Matrix. Hier enthélt die erste Zeile die Koordinaten des ersten Kontrollpunktes
Py, die zweite Zeile die Koordinaten des zweiten Kontrollpunktes P; usw.
Diese Art der Eingabe hat den Vorteil, dass sie rasch ist, weil nicht auf die
Aufforderung fiir die néchste Eingabe gewartet werden muss. Ausserdem kann
eine falsche Eingabe auch im Nachhinein korrigiert werden. Uberdies ist die
Eingabe jederzeit abrufbar, sodass man spéter nachschauen kann, was man
frither eingegeben hat.

Die Eingabe der Matrizen auf dem TI-83 oder dem TI-89 kann auf verschiedene
Arten geschehen. Am einfachsten ist die Eingabe iiber eine Liste. Dabei werden
Elemente in derselben Zeile durch Kommas abgetrennt, wihrend die Zeilen
durch Strichpunkte abgetrennt werden. Die Kontrollmatrix

0

klmx =

S ot v O

10

wird also so eingegeben:

° :[0,0; 0,5; 5,5; 10,0] — k1lmx oder
e :[0,0][0,5][5,5][10,0]] — klmx

Damit die Zahlen aus der Kontrollmatrix spéater im Programm zu verwenden
sind, muss einzeln auf sie zugegriffen werden kénnen. Das geschieht z. B. so:
klmx [4,1] ist die Zahl aus der 4. Zeile in der 1. Kolonne, im Beispiel also die
Zahl 10.

Wenn Sie die Zahlen aus der Kontrollmatrix durch folgende Anweisungen in
den iiblichen Adressen ablegen, kénnen Sie den darauf folgenden Teil des alten
Programmes unveréndert iibernehmen.

° :klmx[1,1] — pOx :klmx[1,2] — pOy
° :klmx[2,1] — plx :k1mx[2,2] — ply usw.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion
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Mehrere Segmente aneinander hdngen

Bis jetzt haben Sie den Taschenrechner nur einzelne Bézierkurven zeichnen

lassen. Manche Zeichnungen — das Grasbiischel in Abbildung 26 ist ein
Beispiel — lassen sich nicht aus einer einzigen Bézierkurve erzeugen. Erst das
Zusammenspiel mehrerer solcher Kurventeile, auch Segmente genannt, kann ein
hiibsches Bild ergeben.
Schreiben Sie ein Programm, das mehrere Béziersegmente in ein Koordinaten-
system zeichnet. Das Programm soll nach der Anzahl n der Segmente fragen.
Dann soll es das Programm aus Ubung 19 oder aus Ubung 20 n-mal aufrufen
und jedesmal ein Segment hinzufiigen.

° Damit das vorhergehende Segment nicht bei jedem Aufruf geléscht wird,
miissen Sie zuvor die Befehle ClrDraw und ZSquare bzw. ClrDraw und
ZoomSqr aus dem Programm der Ubung 19, 20 oder 21 entfernen.

Abbildung 26
Grasbiischel als Kette von
Béziersegmenten

2.5 Ubungen zum Taschenrechner

Im vorhergehenden Abschnitt haben Sie Programme geschrieben, mit

welchen sich miihelos Bézierkurven zeichnen lassen. Diese Programme
werden jetzt angewandt, um die verschiedensten Bézierkurven zu zeichnen und
zugleich deren Eigenschaften zu erkunden.

Vier Kontrollpunkte in allgemeiner Anordnung

Die Kontrollpolygone seien gegeben durch

a)  Py(5]0), P1(0|5), P»(10]15), P5(0|15) (Engelshaar, siche Abbildung 27)
b)  Py(0]0), Pi(5]|0), P»(10|15), P5(0|10) (Herzhélfte, sieche Abbildung 27)
c)  Py(0]0), P1(20]15), P»(0]10), P5(10|0) (Schleife, siche Abbildung 27)

Lassen Sie den Taschenrechner die zugehorigen Bézierkurven zeichnen und
tragen Sie die Kurven in die nachstehende Abbildung ein.

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion



14 14 14
12 4 12 12
10 10 10
8 8 8
6 6 6
4 4 44
2 2 24
0 5 10 0 5 10 0 5 10 15 20
Abbildung 27 . -
zu Ubung 23 a) zu Ubung 23 b) zu Ubung 23¢)
Wanderung eines Kontrollpunktes
Gegeben sei das Kontrollpolygon Py(5]0), Pi(7]5), Pa(xz|—8), P5(16]0),
wobei z nacheinander —8, —4, 0, 4, 8 durchlaufe. Lassen Sie sich jeweils die
zugehorige Kurve konstruieren. Was passiert mit der Kurve, wenn P, wandert?
4
2
-5
|
Abbildung 28

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion
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Gebiet des Kurvenverlaufs

a) Intuitive Definition der konvexen Hiille:
Stellen Sie sich vor, dass Sie auf einem Brett dort Nigel einschlagen,
wo sich die Kontrollpunkte befinden. Dann umspannen Sie die Négel mit
einem Gummiband, und zwar so, dass es keine Einbuchtungen gibt. Das
so eingeschlossene Gebiet heisst konvexe Hiille der Kontrollpunkte.
Zeichnen Sie die konvexen Hiillen der Kontrollpunkte aus Ubung 23 a)
bis ¢).
b) Geometrische Definition der konvexen Hiille:
1. Eine Punktmenge heisst konvex, wenn mit je zwei Punkten der
Punktmenge die ganze Verbindungsstrecke zu ihr gehort.
2. Die konvexe Hiille der Punkte Py, ..., P, ist die kleinste konvexe
Menge, die alle diese Punkte Py, ..., P, enthilt.

Uberzeugen Sie sich davon, dass in Abbildung 29 die linke Figur konvex, die
rechte aber nicht konvex ist.

Erkldren Sie, weshalb Bézierkurven stets innerhalb der konvexen Hiille ihrer
Kontrollpunkte verlaufen.

Vier Kontrollpunkte - in gestreckter Form

Wahlen Sie die vier Kontrollpunkte Py, P;, P>, P53 auf einer Geraden und

konstruieren Sie wieder nach de Casteljau die Punkte der in Py und P
eingespannten Bézierkurve. Welche Gestalt hat a) das Kontrollpolygon, b) die
konvexe Hiille der Kontrollpunkte, ¢) das Kurvenstiick?

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion
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Verschlungene Kurven

Betrachten Sie das «liberschlagene» Quadrat (d.h., die Seiten Py P; und
P, P iiberschlagen sich wie in einem Feldsessel) in Abbildung 14 rechts.
Lassen Sie P; P, symmetrisch anwachsen (siche Abb. 30):

a)  P;(10[10 + n), n > 0, d.h. P; P, bewegt sich vertikal nach oben.

b)  P;(10 +n|10), n > 0, d.h. P; P, dehnt sich horizontal seitwiirts aus.

c) Pi(10+n|10+n ), d.h. PP, dehnt sich diagonal entlang y = +x aus.
d)  Pi(10+n|m(10+n)), d. h. P, P, dehnt sich entlang der Geraden y = +max

Unter welcher Bedingung ist die Bézierkurve bei symmetrischen Kontrollpoly-

gonen verschlungen?

XXX

Abbildung 30
Kontrollpolygone in Form eines
Feldsessels
Geschlossene Bézierkurven
Wie miissen fiinf Kontrollpunkte Py, Py, Ps,
Ps, P, gesetzt werden, damit
a) eine geschlossene Bézierkurve, etwa in der
Form eines Tropfens, entsteht?
b) eine geschlossene Bézierkurve ohne Knicke,
etwa in der Form einer Erbse, entsteht?
Abbildung 31

Symmetrische Bézierkurven Tropfen und Erbse

Es seien die beiden ersten Kontrollpunkte Py(—10(0), P;(—7|15) gegeben.
Wie miissen die Kontrollpunkte P, und P; gewéhlt werden, damit eine
Bézierkurve 3. Ordnung entsteht, welche

a)  symmetrisch beziiglich der y-Achse ist?
b)  symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs ist?

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion 3 3
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Doppelte Kontrollpunkte

Was unterscheidet eine Bézierkurve 2. Ordnung von einer Bézierkurve
3. Ordnung, bei welcher der mittlere Kontrollpunkt doppelt auftritt

(Py = P»), wenn Anfangs- und Endpunkt der beiden Kurven gleich sind?

Java Applets

Jetzt wissen Sie, wie Bézierkurven erzeugt werden. Im Internet finden Sie
unter dem Suchwort «Bézier» Websites, die interaktive Applets anbieten.

Suchen Sie mindestens zwei solcher Websites unter Angabe folgender
Merkmale: URL-Adresse, Autor bzw. Autorin, Datum (Websites verdn-
dern sich schnell).

Spielen Sie etwas damit. Bestéitigen Sie dabei die in den Ubungen 9, 25,
27, 28, 29 gewonnenen Erkenntnisse iiber Tangenten in den Endpunkten,
Gebiet des Kurvenverlaufes, verschlungene, symmetrische oder geschlos-
sene Kurven mit und ohne Knick.

Manche Websites geben auch den Programmcode des Applets an. Verglei-
chen Sie ihn mit Threm Taschenrechnerprogramm.

Animation der Konstruktion von de Casteljau

Mit einem dynamischen Geometriesystem wie Cabri Géométre, Cinderella
usw. lasst sich die Konstruktion von de Casteljau dynamisieren. Hier

werden die dafiir wichtigsten Befehle fiir das Cabri Geometry auf T1-92 Plus

kurz beschrieben!:

1.

Um in das Cabri Geometry Programm zu gelangen:
APPS‘ ‘ 1:Flash Apps‘ Cabri Geometry

Cursor | New

Type: Figure

Folder: main

Variable: (Name eingeben)

Um eine Strecke zu zeichnen:

F2| | 5:Segment
Cursor | (zum Anfangspunkt bewegen) This Point
Cursor | (zum Endpunkt bewegen) On This Segment

Um einen Punkt auf der Strecke zu definieren:
F2 ‘2:Point on Object‘

Cursor | (zum gewiinschten Punkt auf der Strecke bewegen) On This

Segment | ENTER

1 Eine Einfiihrung ins Cabri Geometry erhélt man z. B. in [Dreiseidler et al. 2002|

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion



Um einen Abstand zu messen:

F6 | | 1:Distance

Cursor | (zum Anfangspunkt bewegen) From This Point
Cursor | (zum Endpunkt bewegen) To That Point

Um einen Quotienten aus gewonnenen Grossen zu berechnen:

El 6:Calculate

Cursor | (zur ersten Zahl bewegen) ]M\ B

Cursor | (zur zweiten Zahl bewegen) \M \M R: (Resultat wird
angezeigt)

Um einen Punkt zu strecken:

B

Cursor | (zum zu streckenden Punkt bewegen) Dilate This Point

ENTER

Cursor‘ (zum Streckungszentrum bewegen) With Respect To This

Point |ENTER
Cursor | (zum Streckfaktor bewegen) Using This Factor

Um die Bahn eines sich bewegenden Punktes anzuzeigen:
F7 ‘Q:Trace On‘ ‘Cursor‘ (zum Bahnpunkt bewegen) This Point

ENTER

El ‘ 3:Animation ‘ ‘ Cursor ‘ (zum Teilpunkt auf Strecke bewegen) This

Point |ENTER
Hand | | Cursor | (einige Sekunden rechts oder links, dann loslassen)

Um eine animierte Konstruktion anzuzeigen:
‘ 1:Pointer ‘ ‘ Cursor ‘ (zum sich veréndernden Punkt bewegen) This

Point |ENTER

‘ 3:Animation ‘ ‘ Hand ‘ ‘ Cursor ‘

Um eine Konstruktion zu ldschen:

‘ 7:Delete ‘ ‘ Cursor ‘ (zum zu 16schenden Objekt bewegen, z. B. einen
Punkt) This Point

Konstruieren Sie einen Punkt der Bézierkurve nach der Methode von de
Casteljau (siehe Anleitung 1-6).

Programmieren Sie anschliessend die Animation so, dass bei sich ver-
dnderndem Teilungsverhéltnis die Bahn des zugehorigen Bézierpunktes
gezeigt wird (siehe Anleitung 7).

Programmieren Sie nun die Animation so, dass bei sich verdnderndem
Kontrollpunkt P5 die zugehorige Konstruktion gezeigt wird (siche Anlei-
tung 8).

Geometrischer Zugang: Die Konstruktion

35



Riuickblick und Ausblick

Kapitel 2
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Analytischer Zugang

In Kapitel 2 wurde die Bézierkurve geometrisch untersucht. Sie wurde ja auch
auf geometrischem Wege gewonnen, nédmlich durch fortgesetztes Teilen und
Verbinden. Sie erinnern sich:

Ausgehend vom Kontrollpolygon haben Sie die Strecken in gewissen Verhélt-
nissen geteilt, die so erhaltenen Punkte verbunden, dann die neuen Strecken
wieder im gleichen Verhiltnis geteilt. Dabei hat sich die Anzahl der Strecken
um 1 verringert. Das haben Sie so oft gemacht, bis Sie einen einzigen Punkt
erhielten. Die Bézierkurve bestand dann aus lauter solchen Punkten. Selbst der
Taschenrechner hat nichts anderes gemacht, als durch fortgesetztes Teilen und
Verbinden die Punkte der Kurve zu erzeugen.

Vielleicht haben Sie sich gefragt, ob man dieses Verfahren nicht abkiirzen
konnte. Immerhin haben Sie viele Zwischenpunkte konstruiert, die am Schluss
nicht mehr gebraucht wurden. Im Taschenrechnerprogramm aus Ubung 19
haben Sie alle Konstruktionslinien wieder verschwinden lassen. Liesse sich nicht
eine Formel herleiten, in welcher der Kurvenpunkt direkt durch die Kontroll-
punkte ausgedriickt wird, ohne dass die Zwischenpunkte bekannt sind — eine
Formel, die auf einer Zeile Platz hat und nicht aus einer langwierigen Folge von
Anweisungen besteht?

3.1 Die Parameterdarstellung von Bézierkurven

Herleitung der Formel

Schauen Sie sich nochmals das Taschenrechnerprogramm aus Ubung 19
an:

:For t,0,1,0.1

1—1t)*p0x + t *plx — qlx
1—1t)*plx+t*p2x — q2x
1—t)*p2x+t*p3x — q3x

1—t)*qg2x+t*qg3x — r3x

(
(
(
(
(
(

)

)
1—1t)*qlx+t*q2x — r2x

)

)

1—t)*xr2x+t*r3x — s3x

Es gibt Thnen Anhaltspunkte dariiber, wie vorzugehen ist. Oben sind nur die
Formeln fiir die xz-Koordinaten wiedergegeben. Sie gelten entsprechend auch

Kapitel 3

Die Parameterdarstellung
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3
fiir die y-Koordinaten. So geben die beiden Koordinaten (8 x> den Ort des
§9Y

Punktes S3 an, deshalb heisst 7s, = <s§x> Ortsvektor von Sj3.
§9Y

a)

Beginnen Sie von unten her mit der letzten Zuweisung fiir S3. Der Kur-
venpunkt S3 ist ausgedriickt durch Ry und Rs. Vergewissern Sie sich, dass
Folgendes gilt:

:(17t)~FRQ+t~FR3

Setzen Sie fiir Ry und R3 die Formeln aus den zwei Programmzeilen
dariiber ein. Nun haben Sie S3 durch @1, Q2 und Q3 ausgedriickt.
Setzen Sie wiederum die Formeln aus den drei ndchsthéheren Programm-
zeilen ein. Jetzt erhalten Sie S35 ausgedriickt durch die Kontrollpunkte Py,
Py, P, und P3;. Wie lautet die Formel?

Gewichtetes Mittel

Zur Erinnerung: In Ubung 15 haben Sie den Ortsvektor des Teilungspunk-
tes T' als Linearkombination der Ortsvektoren der Endpunkte der Strecke

AB schreiben kénnen:

ir = (1= t)Fa + t7p

Ahnlich haben Sie in Ubung 33 den Ortsvektor des Kurvenpunktes P(t) der
Bézierkurve als Linearkombination der Ortsvektoren der vier Kontrollpunkte
Py, Py, P, und P; erhalten:

~——— ~~

F)y=1—-t)° -7 + ...+ & -7
= By(t) -7 + ... + Bs(t) - 73

Jetzt sind die Vorfaktoren naher zu untersuchen:

By(t) = (1—1t)?

Bi(t)=3 - (1—t)2 - ¢t

By (t): (1—t) -2

Bs(t) = t3

Berechnen Sie die Vorfaktoren in der Tabelle.

t 7(t) = Bo(t)fo 4+ Bi(t)'i +  Ba(t)i'a +  Bs(t)rs
% ’I_"(%) = 500000 70 + . B + . B + . 73
S| 73 =...... o+ .. 1+ e o+ . 75
L AF)=...... o+ .. 1o+ e o 4+ .. 7

Markieren Sie das richtige Wort:

Je kleiner ¢, umso ndher/entfernter befindet sich der Kurvenpunkt P(t)
beim Kontrollpunkt FPy. Dies dussert sich dadurch, dass in der Formel fiir
7(t) der Beitrag des Ortsvektors 7y umso grosser/kleiner ist.

Es sei t = i Wie gross sind die prozentualen Anteile der Ortsvektoren

70, 1, T2, 7“3 in der Linearkombination fiir 7(-)?

1)’
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d) Berechnen Sie die Summe der prozentualen Anteile je fiir ¢t = %, b= %,
= %. Was fallt Thnen auf?
In Ubung 34 haben Sie gesehen, dass die Vorfaktoren By(t), ..., Bs(t) die

Anteile angeben, mit welchen die Ortsvektoren 7, 7, 75, 3 in der Linearkom-
bination fiir 7(¢) auftreten. Es kommen also je nach Wert, den der Parameter ¢
annimmt, verschiedene Anteile von 7, 71, 72, 73 vor. Man sagt, 7(¢) sei das
gewichtete Mittel der Vektoren 7, ..., 73, weil die «Gewichts» funktionen
By(t), ..., Bs(t) angeben, wie stark 7, ..., 73 in der Linearkombination

bewertet werden.

Bernsteinpolynome

Betrachten Sie nochmals die Gewichtsfunktionen

Bo(t)=  (1—-t)°

Bi(t)=3 - (1—-t)? - ¢
By(t)=3 - (1—t) - ¢2
Bs(t) = t3

Im Folgenden sollen Sie die Gesetzmaissigkeiten in deren Bildung herausfinden.

a)  Wie verdndern sich die Potenzen von (1 — ¢) in den Funktionen By, B,
By, B3?

b)  Wie verdndern sich die Potenzen von ¢ in den Funktionen By, By, Ba, Bs?

¢)  Wie verdndern sich die konstanten Faktoren in den Funktionen By, Bj,
By, B3?

d) Kommen Thnen die konstanten Faktoren 1, 3, 3, 1 bekannt vor?

Die Gewichtsfunktionen heissen Bernsteinpolynome 3. Ordnung. Sie werden mit
B3(t) bezeichnet, wobei

3\ . .
Bf’(t):(,)tl(l—t)ia_l mit ¢=0,...,3 und te€][0,1].
i

7
eck und heissen Binomialkoeffizienten.

3
Hier sind ( ) die Zahlen aus dem nachfolgend abgebildeten Pascalschen Drei-

—_
—_

Die Familie von Bézierkurven ist den von freier Hand gezogenen nachempfun-
den. Thre Konstruktion ist nahe liegend, wenn man sie etwa als «Eckenabschnei-
den» versteht. Dass ihre Parameterdarstellung Symmetrien und Strukturen
aufweist, haben Sie vielleicht nicht erwartet. Im Nachhinein kann man sie
erkliren. Dazu ergriinden Sie in den folgenden Ubungen die Bernsteinpolynome.

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung
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Graphen der Bernsteinpolynome

2 . .
_)tl-(lt)“ i=0,1,2 t €10,1]

7

Fiirn =2ist B2(t) = (

10\ .
_>t7’~(1—t)10_’ i=0,...,10 te][0,1]

Fiir n =10ist B°(t) = (
1

Zeichnen Sie mit Hilfe eines Grafikrechners die Graphen der Bernstein-
polynome fiir ¢ = 0,...,n jeweils in dasselbe Koordinatensystem ein.
(Nehmen Sie z.B. n = 3 oder n = 10.)

Betrachten Sie fiir festes n die Hochpunkte der Bernsteinpolynome B},
1 =0,...,n. Wo befinden sie sich?

Leiten Sie durch Rechnung her, dass die Maxima der Bernsteinpolynome
B

i =0,...,n gleichméssig tiber das Intervall [0, 1] verteilt sind. (Zu-
néchst fiir n = 3, dann fiir allgemeines n. Beniitzen Sie die Differenzial-

rechnung.)

Grundeigenschaften der Bernsteinpolynome

Zeigen Sie, dass BI'(t) > 0 fir t € [0,1] ,i=0,...,n (Positivitat)

Zeigen Sie, dass ZB:’(t) =1firte[0,]1] (Zerlegung der Eins)
=0
Zeigen Sie, dass Bl'(t) = B;'_,(1—t) furt € [0,1] ,i=0,...,n

(Symmetrie)

Die geometrische Bedeutung der Eigenschaft b) wird im Riickblick, der auf
Ubung 57 folgt, erkundet.

B Bernsteinpolynome n-ten Grades sind maximal bei ¢ty = 0, t; = %,
to = %, .oy tp, = 1. In diesen gleichméssig verteilten Stellen ¢,
i =0,...,n iiberragt das zugehorige Bernsteinpolynom B die anderen

Bernsteinpolynome B;’, i # j. Daher wird an diesen Stellen ¢; der
zugehorige Kontrollpunkt P; am besten approximiert. Das erklart auch
folgenden Sachverhalt: Ziehe ich an einem Kontrollpunkt, so verdndert
sich zwar die gesamte Bézierkurve, aber am meisten in der Nahe
des verschobenen Kontrollpunktes und nur geringfiigig anderswo (siehe
Ubung 24 zum wandernden Punkt, Abb. 58).

Wird die Reihenfolge der Kontrollzahlen z;, i = 0,...,n umgekehrt,
so wird dieselbe Kurve umgekehrt durchlaufen. Das ist eine Folge der
Symmetrie der Bernsteinpolynome.

Der geometrische Zugang hat den Vorzug, dass manche Eigenschaften visuell
zuganglich sind. Die wiederholt ausgefiihrten Konstruktionen geben Einsicht
in die Eigenschaften der Kurve. Sie inspirieren zu Vermutungen, denen Sie
nachgehen kénnen, um sie spater geometrisch oder analytisch zu beweisen.

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung



Geschichtliches: Vor 1960 wurden Autokarosserien an Reissbrettern entwor-
fen und von Konstrukteuren fiir die Fertigung auf exakt vermessene Plédne
iibertragen. Zur besseren raumlichen Vorstellung wurden Modelle in Gips
gegossen oder aus Holz geschnitzt. Bei der anschliessenden Fertigung geschah
es dann leider oft, dass die fabrizierten Metallflichen nicht mit dem Modell
iibereinstimmten und in der Folge verschiedene Teile nicht zueinander passten.
Das war &rgerlich. Um dem beizukommen, entwickelte Bézier eine Methode,
welche das Erzeugen gewdlbter Flachen algorithmisierte. Die Herstellung eines
Automobils sollte damit vom Entwurf auf Papier bis zur Fertigung in der
Fabrikhalle mittels Computer automatisiert werden.

Bézier berichtet (Bézier [1987] und Farin [1993]), dass es in den Sechzigerjahren
des letzten Jahrhunderts viel Uberzeugungskraft bei Behérden, Direktionen
und Mitarbeitern brauchte, als er seine Methode bei Renault einfiihren wollte.
Es war ja schwer vorauszusehen, ob seine noch nicht erprobte Methode
wirklich das hielt, was sie versprach. Insbesondere stiess er bei seinen
Konstrukteuren auf Widerstand. Sie hatten in vielen Jahren ihre Techniken
und Schablonen entwickelt und waren nicht willens, mit lange gewachsenen
Traditionen zu brechen. Erst als er ihnen feierlich versprach, dass ihre Kurven
nicht verschwinden sollten, sondern im Gegenteil numerisch aufbereitet und
im Herzen des Computers aufbewahrt wiirden, willigten sie ein, sich mit dem
computerunterstiitzten Entwerfen vertraut zu machen. Das System erwies sich
als flexibel und zuverléssig, und die Kurven waren vielseitig. Die Konstrukteure
lernten schnell, wie die Kontrollpunkte mit den Kurven zusammenhingen, und
bald waren die einstigen Schablonen und Methoden vergessen.

3.2 Zerlegen

Das Bisherige konnte den Anschein erwecken, dass alle Kurven sich durch

vier vorgegebene Punkte kontrollieren liessen. Es gibt jedoch sehr einfach
aussehende Kurven, denen man mit einer einzigen Bézierkurve nicht beikom-
men kann. Abbildung 32 zeigt einen Schweif. Den Schweif finden Sie in den
verschiedensten Ausfiithrungen als Logo fiir zahlreiche Produkte — von Colgate
bis France Télécom. Der Schweif steht fiir Geschmeidigkeit, frischen Wind, Pfiff;
er verleiht dem Produkt Unwiderstehlichkeit.

Schweif

Vermessen Sie das Logo in Abbildung 32. (Erkennen Sie diesen Schweif?)
Die Aufgabe ist, die Umrisslinie auf dem Taschenrechner nachzuahmen.

a) Esliegt nahe, die Umrisslinie in zwei Segmente zu zerlegen, namlich in den
oberen und den unteren Teil. Versuchen Sie, die beiden Segmente durch
Bézierkurven 3. Ordnung nachzuahmen, indem Sie fiir jedes Segment vier
geeignete Kontrollpunkte wéhlen.

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung
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b)  Trotz der Schlichtheit haben Sie wahrschein-

lich Schwierigkeiten gehabt, das Logo durch Das NIKE-Logo wurde 1971 von Caroline Davidson kreiert,
zwei Segmente nachzuahmen. Die Bézier- als sie noch Studentin in Oregon war. Es stellt die Fliigel
kurven waren nicht dazu zu iiberlisten, die der griechischen Gottin Nike dar. Nike wiederum war in
der griechischen Sagenwelt die Gottin des Sieges, welche
die mutigsten Krieger in den Anféngen der abendldndischen
Zivilisation auf den Schlachtfeldern begleitete und inspirierte.
Heute verkorpert das NIKE-Logo auf den Sportbekleidungen

einfachsten Teile der Umrisslinie — ndmlich
die geraden Stilicke — korrekt wiederzuge-
ben. Wie immer Sie die Kontrollpunkte set-

zen, die geradlinigen Segmente erscheinen den Geist dieser gefliigelten Gottin und soll die besten Athleten
immer geschwungen. Das brauchen Sie aber der Welt zu neuen Hohen des Erfolges fithren. Caroline
nicht hinzunehmen. Zerlegen Sie die bei- Davidson erhielt damals von Phil Knight, dem Begriinder der

NIKE Firma, $35 fiir das Logo. Zu jener Zeit vertrieb er seine

den Teile nochmals in zwei Segmente: in je )
Sportschuhe vom Kofferraum seines Autos aus.

einen gebogenen Teil, der als symmetrisch

betrachtet werden kann, und in den gerad-

linigen Teil.

Zur Erinnerung: In Ubung 11 haben Sie gelernt, wie man Kontrollpunkte
zu symmetrischen Kurven findet, und in Ubung 26, wie man Kontroll-
punkte zu Strecken findet. Nun versuchen Sie es nochmals!

Entwerfen Sie ein Logo fiir Thren Freizeitklub, Thre néchste Weihnachts-
karte usw.

3.3 Ordnungswechsel

In der Praxis kommen Kurven vor, deren Teile man im ersten Durchgang

durch Bézierkurven verschiedener Ordnungen darstellen kann. In Ubung
43 etwa werden gewisse Teile des Buchstabens QQ durch Bézierkurven 2. Ord-
nung dargestellt, andere durch solche der 3. Ordnung. Es wére viel angenehmer,
wenn man sich nicht immerzu entscheiden miisste und sich auf eine einzige
Ordnung einschranken kénnte. Ist das moglich?

Graderh6hung oder Gradverminderung?

a) Am einfachsten wire es, wenn sich alle Bézierkurven durch solche der
2. Ordnung ersetzen liessen. Warum geht das nicht?

b)  Sie zeigen schrittweise — in b), ¢) und d) —, dass umgekehrt jede Bézierkur-
ve 2. Ordnung sich als Spezialfall einer Bézierkurve 3. Ordnung auffassen
lasst:

Aus Ubung 11 wissen Sie, dass bei einer symmetrischen Bézierkurve
3. Ordnung der Mittelpunkt P(3) der Kurve auf drei Viertel der Hohe
des Kontrolltrapezes liegt.

Auf welcher Hohe des Kontrolldreiecks liegt der Kurvenmittelpunkt P(31)
bei einer symmetrischen Bézierkurve 2. Ordnung?
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¢) Betrachten Sie die symmetrische Bézierkurve 2. Ordnung mit Kontroll-
punkten Py(—6|0), P1(0]9), P»(6 | 0) und die Bézierkurve 3. Ordnung
mit Kontrollpunkten Ky = Py, K1(—2 | 6), K3(2 | 6), K3 = P. Zeigen
Sie mit Hilfe der Uberlegungen in b), dass die Mittelpunkte — und damit
die Hochpunkte — der beiden Kurven iibereinstimmen (siche Abb. 33).

d) Zeigen Sie rechnerisch, dass iiberhaupt alle Punkte der beiden Kurven

zusammenfallen.

Die oben gegebene symmetrische Bézierkurve 2. Ordnung kénnen Sie also ohne
schlechtes Gewissen als eine Bézierkurve 3. Ordnung ansehen. In der néchsten
Ubung untersuchen Sie, ob diese Graderhéhung bei allen symmetrischen Bé-
zierkurven 2. Ordnung moglich ist.

Graderhohung bei symmetrischen Kurven 2. Ordnung

Eine symmetrische Bézierkurve 2. Ordnung sei durch die Kontrollpunkte

Py, Pi, P, gegeben. Wie konnen Sie aufgrund der Erkenntnisse aus Ubung
40b) die Kontrollpunkte Ky, K, Ko, K3 so ermitteln, dass die zugehorige
Bézierkurve 3. Ordnung mit der gegebenen Kurve iibereinstimmt?

Graderhéhung bei allgemeinen Kurven 2. Ordnung

Eine allgemeine Bézierkurve 2. Ordnung sei durch die Kontrollpunkte Py,

Py, P, gegeben. Konstruieren Sie Kontrollpunkte Ky, K, Ky, K3 so,
dass die zugehorige Bézierkurve 3. Ordnung in jedem Punkt mit der gegebenen
Bézierkurve 2. Ordnung iibereinstimmt. Dazu bedienen Sie sich folgender Uber-
legung: Die beiden zu konstruierenden Kontrollpunkte K7 und K, liegen wie
in der vorhergehenden Ubung auf den Schenkeln des Kontrolldreiecks. Daher
gilt der Ansatz

—

K, =(1—a)-f'p0—|—a-77p1
FK2:(17b)~T_“pl+b'Fp2

Zeigen Sie, dass auch hier, wie im symmetrischen Fall, a = % und b = % gilt.

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung
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Konturen des Buchstabens Q

Abbildung 34 zeigt die Konturen des Buchstabens Q in der Schriftart
«New York», links normal und rechts geneigt (kursiv). In a) bis d) wird

der normale Schriftschnitt betrachtet, in e) der geneigte. Dem Buchstaben

ist ein Gitter unterlegt, sodass bei geeigneter Wahl der Koordinatenachsen

die Hauptteile symmetrisch zu diesen liegen. Zerlegen Sie die Kontur in 6

Kurventeile k1, ko, ..., ks.

a)

Stellen Sie die Kurventeile ki, ..., ks jeweils durch Bézierkurven der
3. Ordnung dar, indem Sie fiir jeden Kurventeil jeweils die vier Kontroll-
punkte Py, ..., Ps konstruieren, (vgl. Ubung 11d).

Stellen Sie die Kurventeile k5, kg zunachst durch Bézierkurven der 2. Ord-
nung dar, indem Sie fiir jeden Kurventeil jeweils die drei Kontrollpunkte
Py, Py, P, konstruieren (vgl. Ubung 10b). Verwandeln Sie sodann ks, kg
mit Hilfe der Ubung 42 in Bézierkurven der 3. Ordnung.

Fiihren Sie die Koordinaten der 24 Kontrollpunkte in einer Tabelle auf.
Entscheiden Sie auf Grund dieser Tabelle, wie das Fenster im Taschen-
rechner zu wahlen ist, damit die ganze Zeichnung Platz findet.

Geben Sie diese Kontrollpunkte in Threm Taschenrechner ein und lassen
Sie sich die Kurven ki, ..., kg zeichnen. Erhalten Sie den vorgegebenen
Buchstaben Q7

Die geneigte Form des Buchstabens:

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung
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Buchstabe Q, normal und
geneigt




Sie konnen die Umrisslinie eines Buchstabens manipulieren, indem Sie
die Kontrollpunkte systematisch versetzen. Verédndern Sie das Taschen-
rechnerprogramm aus Ubung 22 derart, dass der Taschenrechner aus den
Kontrollpunkten des normalen Buchstabens direkt den geneigten Buch-
staben berechnet und zeichnet. (Wenn nétig, finden Sie im Anschluss an
diese Aufgabe zusitzliche Informationen.)

f)  Entwerfen Sie die Konturen Ihrer Initialen.

Zur geneigten Schrift am Beispiel des Buchstabens |

1.  Sie koénnen das Rechteck ABCD als Schaft
des Buchstabens I (ohne die Serifen, d.h.

ohne die Fiisschen) auffassen. Bei der Nei-
gung wird die Hohe des Buchstabens nicht
verandert. Diese Abbildung, die den norma-
len in den geneigten Buchstaben verwan-
delt, heisst Scherung. Sie kennen die Sche-
rung aus dem Geometrieunterricht: Bei der
Verwandlung eines Rechtecks in ein flichen-
gleiches Parallelogramm bleiben Grundlinie
und Hohe erhalten. Die Ecken C' und D 2 1
haben sich dabei lings der Hohenparallelen

nach C’ bzw. D’ verlagert. Wesentlich ist 0 : A s
dabei, dass die vertikal in C' und D befes- ’ 4 0 ¢
tigten Schenkel sich jeweils um die gleichen

Abbildung 35

Winkel w bewegt haben. Betrachten Sie den
Eckpunkt D mit den Koordinaten (x | y).
Die Koordinaten (2’ | ') des neuen Punk-
tes D’ lassen sich so berechnen:

Gemiss Abbildung 35 ist die Neigung ge-
geniiber der Vertikalen

z —z

y/

m = tanw =
Bei der Scherung bleibt die Héhe unverédndert:
y=y

Lost man die letzten beiden Gleichungen nach den neuen Koordinaten z’
und y" auf, so lasst sich das Resultat in zwei Gleichungen zusammenfassen,
welche Koordinatentransformation fiir die Scherung genannt werden:

/

r =x+ my
/

Yy = Y

Fir m = 0 liegt keine Neigung vor und der Buchstabe erscheint dann

normal.
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Buchstabe I, normal und
geneigt
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2. Sie sehen ebenfalls, welche «Einsparungsméglichkeiten» durch Bézierkur-

ven moglich sind. Statt ein Heer von Punkten fiir die Buchstaben des
Alphabets in ihren verschiedensten Schriftarten (Boldoni, Helvetica usw.),
Schriftschnitten (kursiv, fett usw.) und Gréssen (12 pt, 18 pt usw.) im
Speicher des Computers zu halten, reicht es, die Kontrollpunkte und
die Art der Manipulationen, d.h. der Koordinatentransformationen, zu
speichern. Eine ganze kalligrafische Galerie lésst sich so aufbauen und auf
Schriften anderer Kulturen erweitern, mitsamt ihren Entwicklungen {iber
die Jahrtausende hinweg.

Abbildung 36

Das chinesische Zeichen «Ren»
fiir «Menschy: links das Geriist,
d. h. die Kontrollpolygone, rechts
das durch Bézierkurven erzeugte
Zeichen selbst

B Jede Bézierkurve 2. Ordnung lésst sich auch als Bézierkurve 3. Ordnung
auffassen. Die zusétzlichen Kontrollpunkte erhdlt man so: K, liegt auf
zwei Drittel des Weges von Py nach P;, wihrend K5 auf einem Drittel
des Weges von P; nach P; liegt (siehe Abb. 37).

Py
H
NN
iREER
9 X
h = 2H/3 A
BN “
Z NN
e yd P(1/2) N
wal LY 3
[ \
| \\\
| N
Py=K, P, =K, Abbildung 37

Verwandlung einer Bézierkurve
2. Grades in eine Bézierkurve
3. Grades
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Abbildung 38
Graderhéhung von n auf n + 1
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3.4 Die Ableitung von Bézierkurven

In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dass Sie den Ableitungsbegriff
vom Analysisunterricht her kennen.

In Ubung 9 haben Sie sich das erste Mal mit Tangenten befasst und bemerkt,
dass Tangenten in den Anfangs- und Endpunkten genau entlang der ersten bzw.
letzten Polygonseite des Kontrollpolygons verlaufen. Diese Tatsache haben Sie
wiederholt gebraucht (z.B. in Ubung 38 zum Nike-Logo oder in Ubung 43 zum
Buchstaben Q), um das Kontrollpolygon zu einer Kurve zu finden.

In Ubung 18 sind Thnen Tangenten als letzte Konstruktionslinien Ry Rjs in der
Methode von de Casteljau begegnet. Der Rechner legte Strecke um Strecke um
die Bézierkurve, so als ob es sich um einen Film mit Momentaufnahmen einer
fliegenden Jongleurkeule handelte. Die Vermutung, dass diese Strecken, welche
die Kurve umbhiillten, Tangenten an die Kurve waren, lag nahe. Dies soll nun
auf analytischem Wege gezeigt werden.

Die Parameterdarstellung der Bézierkurve der n-ten Ordnung ist

=0
-1
:(1—t)"~f’o+n~t~(1—t)"_1~F1+%-t2~(1—t)”_2~772+...
nin—1)

5 2 (1=t F g n "L (1 —t) T F T,

Dabei ist t € [0,1] der Parameter, 7(t) der Ortsvektor zum Punkt P(t) der Kur-
ve. 7(t) kann als gewichtetes Mittel der Ortsvektoren zu den Kontrollpunkten
gedeutet werden, wobei die Gewichte die Bernsteinpolynome sind.

Die Berechnung der Tangente an einem Kurvenpunkt

Wie im Analysisunterricht betrachten Sie die Tangente in einem Kurvenpunkt
als Grenzgerade von Sekanten, deren zweiter Kurvenpunkt dem ersten immer
néher kommt.

Es sei 7(tp) der Ortsvektor des gegebenen Punktes Py auf der Kurve C, 7(t)
der Ortsvektor eines weiteren Punktes P € C. Betrachten Sie zunéchst die
Sekanten durch Py und P.

Die Sekante hat den Richtungsvektor PoP = 7(t) — #(to).

r(t) — 7(to)

Wenn t > tg, dann hat ! die gleiche Orientierung wie Py P.

= @

7(t) — 7(to)

=
Wenn ¢t < ty, dann hat die entgegengesetzte Orientierung wie P P.

— o
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Py

Abbildung 39
Tangente an eine raumliche
Kurve



Riickt der Punkt P immer ndher an P, so gehen die zugehorigen Sekanten in
die Tangente in P, {iber. Der Grenzwert

heisst Ableitung der vektoriellen Funktion 7(¢) an der Stelle ¢ = ¢y. Der Vektor
7 (to) ist parallel zur Tangente in Py an C' und hat jene Orientierung, in der
die Kurve C' durchlaufen wird, wenn ¢ wéchst.

Ableitungsregeln

In der obigen Definition der Ableitung kommen nur Subtraktion von

Vektoren, Division durch einen Skalar und der Grenziibergang vor, ge-
nau wie bei nichtvektoriellen Funktionen. Zeigen Sie, dass sich daher folgende
Ableitungsregeln auch auf vektorielle Funktionen iibertragen lassen.

Summe von Vektoren:  Fiir  #(t) = @(t) + o(t) ist  7(t) = @(t) + (t).
Konstanter Skalar: Fir 7(t) =c-u(t) st 7(t) =c- ).
Konstanter Vektor: Fir 7(t)=c(t) -u st F(t) = é(t) - a.

Tangente in den Endpunkten

a)  Zeigen Sie unter Anwendung der obigen Ableitungsregeln, dass die Ablei-
tungsformel der Bézierkurve 3. Ordnung folgendermassen lautet:

F(t) = —3(1 —t)% - 7o + (3 — 12t + 9t2) - 7 + (6t — 9t2) - 7 + 3t - 7 (3)

b)  Zeigen Sie, dass die Tangenten in den Endpunkten einer Bézierkurve
3. Ordnung folgende Richtungen haben:

7(0) = 3P, Py @
#(1) = 3P, P,

¢)  Was bedeuten die Formeln in (4) geometrisch?

Tangente in der Kurvenmitte

a) Zeigen Sie, dass die Ableitung — und damit die Tangentenrichtung — im

«Kurvenmittelpunkt» P(3) einer Bézierkurve 3. Ordnung durch folgende

Gleichung gegeben ist:

(1 3 — =
’I“(§> :Z(P1P2+POP3) (5)

b)  Konstruieren Sie zunichst fiir ein gleichschenkliges Kontrolltrapez den
«Kurvenmittelpunkt» P(%) nach der Methode von de Casteljau. Wie
deuten Sie die Formel in a)? Zeichnen Sie diese Tangente ein.

¢)  Losen Sie dieselbe Aufgabe wie in b) fiir ein allgemeines Kontrollviereck.

d)  Es seien die vier Kontrollpunkte Py, P, P5, P53 gegeben. Konstruieren Sie
P(3) und die drei Tangenten in P(0), P(%), P(1). Skizzieren Sie daraus
den Verlauf der Kurve.

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung

Bemerkung: Hiufig wird fiir
die Ableitung nach Newtons
Schreibweise ein Punkt anstelle
eines Striches geschrieben, ins-
besondere dann, wenn mit ¢ die
Zeit gemeint ist: 7 statt 7.
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Fliegende Jongleurkeule

Beweisen Sie, dass in der Konstruktion von

de Casteljau jeweils die letzten Verbindungs-
strecken RoRs Tangenten an die Bézierkurve in >§<
den Punkten S sind (siche Abb. 40).

Abbildung 40
Jongleurkeule

Tangenten an Bézierkurven allgemeiner Ordnung

Betrachten Sie eine Bézierkurve n-ter Ordnung.
(i)n=2 (ii) n allgemein

(a) Berechnen Sie die Ableitungen in den Endpunkten Py und P,.
(b) Zeigen Sie, dass dort die Tangenten stets entlang der zugehorigen Poly-
gonseiten verlaufen.

Hochpunkte gewisser Bézierkurven

a) In Ubung 3b haben Sie durch geometrische Uberlegungen gezeigt, dass der
hochste Punkt einer Bézierkurve 2. Ordnung beziiglich der Basis Py Py der
«Kurvenmittelpunkt» P(3) ist. Beweisen Sie dies nun durch Rechnung.

b)  Eine Bézierkurve 3. Ordnung habe ein trapezférmiges Kontrollpolygon.
Beweisen Sie, dass der héchste Punkt beziiglich der Basis PyP; der «Kur-
venmittelpunkt» P(3) ist.

Verschlungene Kurven nochmals aufgenommen

In Ubung 27 haben Sie durch Probieren gefunden, dass Kontrollpunkte in

den Ecken eines «Feldsessels» dann zu einer verschlungenen Kurve fithren,
wenn die Decklinie P; Py langer als die Grundlinie Py P; ist. Das sollen Sie hier
rechnerisch beweisen.

a) Betrachten Sie allgemeine symmetrische Kontrollpolygone Py(—1 | 0),
Pi(a|b), Py(—a|b), P3(1|0), wobei a und b positiv seien. Fiir welche a
und b iiberschneiden sich die zugehdrigen Bézierkurven?

Anleitung: Wegen der Symmetrie der Kontrollpolygone muss ein Uber-
schneidungspunkt auf der Symmetrieachse, also auf der y-Achse liegen.
Dabei ist eine kubische Gleichung, nidmlich x(¢) = 0, zu l6sen. Da der
Kurvenmittelpunkt P(%) auch auf der y-Achse liegt, muss eine der Lo-
sungen der kubischen Gleichung ¢; = % lauten. Die anderen Losungen
sind nach geeigneter Polynomdivision zu finden.
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Welche Koordinaten haben die Uberschneidungspunkte der verschlunge-
nen Kurven in a)?

Stellen Sie eine Regel auf, wonach symmetrische Bézierkurven verschlun-
gen sind.

Knickfreier Ubergang (Stetigkeit 1. Grades)

Gewisse Kurven konnen nicht durch ein einziges Béziersegment dargestellt
werden, wie z. B. der Schweif des Nike-Logos. Damit der gekriimmte Teil

ohne Knick in das gerade Stiick iibertritt, miissen die Tangenten im Ubergangs-

punkt identisch sein. Welche Bedingungen miissen die Kontrollpunkte von zwei

Segmenten erfiillen, damit dies gewéhrleistet ist?

Zweite Ableitung

Berechnen Sie die zweite Ableitung der Bézierkurve n-ter Ordnung, zu-
néchst fiir n = 3, dann fiir allgemeines n.
Zeigen Sie, dass in den Endpunkten Folgendes gilt:

(TL — ].) o (Pl-PO =+ P1P2)
(TL * ]-) ) (Pn—lpn—Q + Pn—lpn)

Welche geometrische Bedeutung haben diese Formeln?

7(0)
(1

S 3

Zweite Ableitung bei Bézierkurven 2. Ordnung

Berechnen Sie die zweite Ableitung in den Endpunkten einer Bézierkurve
2. Ordnung.

Sie haben eben, richtige Rechnung vorausgesetzt, fiir #(0) und (1) dassel-
be Resultat erhalten. Priifen Sie, ob 7(¢) entlang der ganzen Bézierkurve
2. Ordnung konstant ist, d. h. fiir alle ¢ denselben Vektor ergibt.

Aus dem Analysisunterricht kennen Sie die Ableitungen verschiedener
einfacher Funktionsklassen. Welche Funktionen haben ebenfalls konstante
zweite Ableitungen?

Die Bézierkurven 2. Ordnung sind Parabeln'. Begriinden Sie.

Ruckfreier Ubergang (Stetigkeit 2. Grades)

Manchmal ist es wichtig, dass bei Ubergédngen von einem Segment zum

andern die zweiten Ableitungen iibereinstimmen, z. B. dann, wenn Eisen-

bahnschienen zu verlegen sind. Der Ubergang soll sanft geschehen. Es soll beim

Ubergangspunkt keinen Beschleunigungssprung, keinen ruckartigen Ubergang

geben, der den Zug aus dem Gleis wirft.

1 Eine im technischen Zeichnen iibliche Methode, um zwei Punkte Py und P» durch ein
Parabelstiick zu verbinden, ist die fiir die Erstellung des Drahtspannbildes (vgl. Abb. 8)
verwendete.

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung
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a)  Zeigen Sie, dass flir zwei Béziersegmente 3. Ordnung der Form

3
P(t) = Z B;(t) P; mit Kontrollpunkten Py, ..., P;
=0

3
K(t) = Z B;(t)K; mit Kontrollpunkten Ky, ..., K3
i=0

beim ruckfreien Ubergang folgende Bedingungen erfiillt sein miissen:

(i) P(1) =K(0) d.h. Ps =Ky
(i) P'(1) =K'(0) dh PP = KoK,
(iii) P"(1)=K"(0) d.h. PP+ PP;=K K+ KK,
b) Es sei eines der Béziersegmente durch die Kontrollpunkte FP,..., P3 ge-
geben. Wie lassen sich daraus die Kontrollpunkte Ky, ..., K3 des zweiten

Béziersegmentes konstruieren, damit der Ubergang ruckfrei geschieht?

Abbildung 41
Kontrollpunkte bei ruckfreiem
Anleitung: Zeigen Sie, dass folgende Konstruktionsregeln gelten: Ubergang
. Py = Kj liegt in der Mitte der Strecke P, K.

2. Pl—Kg) ist parallel zu ZDQ—I{{ und doppelt so lang.

Wie Bézierkurven Sherlock Holmes gedient hatten

(Nach Stan Wagon: ‘Mathematica in Action’)
«This track, as you perceive, was made by a rider who was going from the direction
of the school.»
«Or towards it?»
«No, no, my dear Watson. The more deeply sunk impression is, of course, the hind
wheel, upon which the weight rests. You perceive several places where it has passed
across and obliterated the more shallow mark of the front one. It was undoubtedly
heading away from the school.»
Aus «The Adventure of the Priory School» von Arthur Conan Doyle.
a) Der oben wiedergegebene Dialog fand zwi-

schen Sherlock Holmes und seinem treuen

Begleiter und Berichterstatter, Dr. Watson,

statt. Diskutieren Sie Sherlock Holmes’ Ar-

gumentation. Hat er Recht? Begriinden Sie.
b)  Abbildung 42 gibt die Spuren des Vorder-

und des Hinterrades eines Velos bei der

Fahrt durch schlammiges Geldnde wieder.

Fuhr das Velo von links nach rechts oder

Abbildung 42

2
umgekehrt? Velospur: nach links oder nach

rechts fahrend?

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung



Um diese Frage zu beantworten, sind folgende drei vereinfachende Annah-

men zu machen:

(I) Das Velo wird als Strecke der Linge v betrachtet. Endpunkte der
Strecke sind die Beriihrpunkte der Réder mit dem Boden.

(IT) Wahrend der Fahrt ist das Velo, also die Strecke v, stets tangential
zur Bewegung des Hinterrades ausgerichtet.

(III) Riickt man von der momentanen Position des Hinterrades in Rich-
tung der Tangente um v Einheiten vor, so erhdlt man die Position
des Vorderrades.

Uberzeugen Sie sich zunéchst davon, dass die durch die 15 Kontrollpunkte

Po(3162)  Pi(10]69) P»(23]|67) P5(46|67)  Py(46 | 54)
Ps(18]36) Ps(29|16)  Pr(43]10) Py(61|7) Ps(73 | 27)
Pio(65 | 51)  Pi(69|61) Pip(89|78) Pis(110|77) Pry(124 68)

erzeugte Bézierkurve die Spur des Hinterrades erzeugt, indem Sie Maple
oder ein dhnliches Programmsystem die Kurve zeichnen lassen.
Nun lassen Sie sich vom Computer die Spur des Vorderrades nach (III)

berechnen und zeichnen. Fahrt das Velo nach links oder nach rechts?

Kapitel 3
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3.5 Kurvenanpassung

Die anschaulichste Art, durch gewisse Punkte eine elegante Kurve zu

legen, ist wohl die im Schiffbau von alters her gebrduchliche. Um ein
paar Pflocke, welche die Position der gegebenen Punkte markieren, wird eine
elastische Holzlatte, die so genannte Straklatte, gelegt. Diese Latte nimmt auf
Grund ihrer Biegsamkeit von selbst eine geschmeidige Form ein. Da dieses
Kurvenlegen auf dem Boden eines Dachstockes vorgenommen wurde, heisst das
Planen eines Bootes im Englischen auch heute noch «lofting». Das ostanglische
Wort fiir die Straklatte ist «spline», womit heute in der Mathematik die glatten
Kurven gemeint sind, die durch vorgegebene Punkte gelegt werden.

Mit den Splines verbindet sich eine umfangreiche Theorie der Kurven- und
Flachenfindung, die in vielfiltigen Bereichen des téglichen Lebens Anwendung
findet: von der Modellierung eines Flugzeugrumpfes iiber die Strassenfiihrung
im Geldnde bis zur Modellierung eines Antlitzes in der plastischen Chirurgie

oder in der computeranimierten Filmindustrie.

Gewohnlich nimmt man im Mathematikunterricht Polynomfunktionen, wenn
man eine Kurve durch Punkte legen will. Diese liefern auf direkte Weise eine
Interpolationskurve. Sie haben jedoch Nachteile, die in den Ubungen 56 und 57
untersucht werden sollen.

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung

Abbildung 43
Kurvenlegen mittels Splines
(= Straklatten)



Interpolation

Gegeben seien die vier Punkte A(—7.1|11.0), B(—6.7 | 7.8), C(3.3 | 6.2),
D(5.0 | 7.1).

Zeichnen Sie die vier Punkte in ein Koordinatensystem und raten Sie, wie
eine Kurve durch diese vier Punkte aussehen kénnte.

Bestimmen Sie die einfachste Polynomfunktion, deren Graph durch diese
vier Punkte geht. Lassen Sie sich von Ihrem Grafiktaschenrechner die so
bestimmte Kurve zeichnen. Was féllt auf?

Lassen Sie sich auf IThrem Grafiktaschenrechner die Bézierkurve mit den
Kontrollpunkten A, B, C, D zeichnen. Was fallt auf?

Interpolation und Koordinatensystem

Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck PyP; P> der Seitenléinge 2. Wahlen
Sie das Koordinatensystem auf zwei Arten:

Die y-Achse sei parallel zu einer der Symmetrieachsen des gleichseitigen
Dreiecks, z. B. so, dass die Ecken die Koordinaten

Py(=10), Pi(0] —\/g), Py(110)

haben.

Die Winkelhalbierende der Koordinatenachsen sei parallel zu einer der
Symmetrieachsen des gleichseitigen Dreiecks, z. B. so, dass die Ecken die
Koordinaten

R(0|V2), Pi(V2]0),

P2<\/5—2h/5‘\/§42r\/6)

haben.

Zeichnen Sie die jeweiligen Ausgangssituationen auf. Berechnen Sie fiir jeden

Fall die einfachste Polynomfunktion, deren Graph durch die drei vorgegebenen
Punkte PyP; P> geht. Was beobachten Sie?

Analytischer Zugang: Die Parameterdarstellung
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Bisher wurden Buchstaben, Logos und Grafiken betrachtet, die sich durch
Kurven auf einem Blatt Papier darstellen lassen. Wir Menschen leben aber
in einer Welt, in der sich rdumliche Gegenstidnde, niitzliche Dinge, die mit
Hénden zu greifen sind, herstellen lassen. Sind wir in der Lage, die Oberflache
eines Werkzeuges, eines Parfiimflaschchens, die Form eines Bootes, eines ge-
schwungenen Daches darzustellen, so wirkt das auf uns ungleich «plastischery.

So wie eine Kurve eine ebene Figur umschliesst, so begrenzt eine Fliche einen
rdumlichen Gegenstand. Das Studium der Bézierkurven ist daher auch als
Vorstufe zum Studium der Bézierflichen zu verstehen.

Flachen lassen sich aus rdumlichen Kurven erzeugen. Stellen Sie sich vor, dass
Sie Thre Hand iiber eine Flache, etwa die Karosserie eines Autos, streichen
lassen. Thr Mittelfinger bildet ndherungsweise eine Kurve, die sich stetig verén-
dernd durch den Raum bewegt und dabei eine Flache iiberstreicht.

Parameterdarstellung von Flachen

a) Die einfachste Fliche ist eine Ebene: Abbildung 44 zeigt den Ausschnitt
aus einer Ebene. Stellen Sie sich das Stiick eines gespannten Tuches vor,
das durch die Querfdden g, g1 und die Langsfiden hg, h; begrenzt wird.
Betrachten Sie den Querfaden gg. Seine Punkte haben die Ortsvektoren

F(t) =7py +t-@ 0<t<1

Nun lassen Sie jeden Punkt des Querfadens gy parallel zum Léangsfaden
ho nach hinten zu g; wandern. Dabei verschiebt sich jeder Ortsvektor 7(¢)
um ein gewisses Vielfaches von b:
F(t,s) = 7(t) +s-b=7py +t-d+s-b
~—

FPOO +t-a

Das ist die aus der Vektorgeometrie bekannte Parameterdarstellung der

Ebene.
81
hy
ho
o Abbildung 44
P 0 Ebene, berandet durch die
00

Geraden go, g1 und ho, h1

-
)
-
J
10
(-
p S
Ig
[N
‘\Q
(a'a)
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Betrachten Sie nun die gekriimmte Flache:
Auf diesem gewolbten Tuch sind die Quer-
und Léngsfadden nicht mehr Geraden, son-
dern gekriimmte Kurven, die ihre Laufrich-
tung von Punkt zu Punkt sténdig dndern.
Betrachten Sie wieder die vorderste Kurve
go- Sie wissen inzwischen, wie go durch eine
Bézierkurve dargestellt werden kann. Ange-
nommen, Sie haben die Kontrollpunkte Py,
Po1, Poo, Pos durch Konstruktion gefunden,
dann lautet die Gleichung fiir g

7(t) = Z B;(t)7o; (7)

Nun lassen Sie die Kontrollpunkte Py, Po1,
Pyo, Pos von gg entlang Bézierkurven nach

hinten zu g; wandern:

3
Pyo wandert entlang hg: 7oo(s) = ZBj(s)Fjo
7=0
3
Py, wandert entlang 71(s) = ZBj(S)Fﬂ
7=0
3
Py; wandert entlang 72(s) = ZBj(s)ﬂg
§=0

3
Py3 wandert entlang hy: 7o3(s) = ZBj(s)f}g
3=0

mit Kontrollpunkten
Poo, Pro, Pao, Pso

mit Kontrollpunkten
POl; Pll; P217 P31

mit Kontrollpunkten
POQ; P12; P227 P32

mit Kontrollpunkten
Pos, P13, Pa3, P33

Fassen wir die obigen vier Gleichungen zusammen, dann wandert Py,

entlang

3
7oi(s) = »_Bj(s)7;  i=0,1,2 oder 3

=0
P
Py
81
Py
Py
Py
P Pyo
h Py Py,
8o
Py

Bézierflachen

(®)

81

80

Abbildung 45

Gekriimmte Fléache, berandet
durch die Kurven gg, g1 und
ho, h1

Abbildung 46
Netz von Kontrollpunkten fiir
eine Bézierflache



Wenn s von 0 nach 1 anwéchst, wandert der von Pyg, Py1, Ppo, Py3 erzeugte
vordere Querfaden gy zum hinteren Querfaden g;. Entlang dieses Weges

3
werden in der Parameterdarstellung (7) von go : 7(t) = ZBi(t)FOi die
Ortsvektoren 77; durch die Ortsvektoren 7y;(s) ersetzt: =0

7(t)(s) = > _ Bi(t) Foi(s) nach Gleichung (8) ersetzen
= ——
3 3
= Z B;(t) [Z Bj(s)r_’ji] B;(t) hineinmultiplizieren
=0 j=0
3 r3
= Z [Z B, (t)BJ(s)Fﬂ] eckige Klammern weglassen
i=0 Lj=0
3 3
(t,s) => > Bi(t)B;(s)i fir 0 <t¢,s <1 (9)
=0 j=0

Dies ist die Parameterdarstellung der Bézierflache 3. Ordnung. Dabei sind

By(t) = (?.))t"(l =

1
und i,j=0,1,2,3

Bj(s) = (3)&(1 _ 5)3d

die Bernsteinpolynome in den Variablen ¢ bzw. s.

Aladdins Teppich

Gegeben seien die 16 Kontrollpunkte

Po1(73]28]85)
P11(58/30(60)
Py (62]32(25)
P3:(60[200)
Por(20] — 40/80)
Pr1(15] — 25]40)
P (10[0]20)
P31(30[0(0)

Py2(66]43/85)
Py2(56]48/60)
P»5(46]35/25)
P35(49|37/0)

Py2(30]35/70)
P15(35|23|40)
P»,(15]23]20)
P35(20]2010)

Py3(51]47|85)
Py3(47]56/60)
Py3(37]21]25)
P33(43]55/0)
Py3(0]10]60)
Py3(5/28]40)
P»3(20]30|20)
P33(40]40|0)

Erstellen Sie fiir (i) und (ii) je eine Skizze von der Lage dieser Kontroll-
punkte.

Bilden Sie die Parameterdarstellung der zugehorigen Bézierflichen.
Schreiben Sie in Maple (oder einem dhnlichen System) ein Programm, das
diese Flichen darstellt. (TI-89 kann leider Flidchen in Parameterdarstel-
lung nicht zeichnerisch wiedergeben, ausser Sie schreiben ein passendes
Programm dazu.)

Auch ein Teppich hat Gefiihle, jedenfalls in Walt Disneys «Aladdiny. Wel-
che wiirden Sie dem Teppich (i) und welche dem Teppich (ii) zuschreiben?

Bézierflachen
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Bootsschale

Der traditionelle Bootsbau beginnt stets mit einer kleinen, von Hand

geschnitzten Nachbildung eines Bootes, dem so genannten Rumpfmodell.
Das Rumpfmodell gibt die Gestalt des Rumpfes wieder und liefert — nach
entsprechender Umrechnung — die genauen Masse, die beim Bootsbau zu ver-
wenden sind.

Hier sollen Sie ein vereinfachtes Verfahren beniitzen, um den Bau eines Bootes
auf Papier nachzuahmen:

&
~—

Modellieren Sie einen Schiffskorper aus Knetmasse.

o
~—

Zerschneiden Sie ihn senkrecht zur Léngsachse in 4 bis 6 Scheiben.
Umreissen Sie die Querschnitte mit einem Stift auf Papier.

EE)

Zeichnen Sie fiir jeden Querschnitt das zugehorige Kontrollpolygon

(siehe Ubung 11).

e)  Ermitteln Sie die Koordinaten der Kontrollpunkte in einem Koordinaten-
system.

f)  Zeichnen Sie die Bézierfliche mit Maple oder einem dhnlichen Programm-

system.

Abbildung 47
Werbung von Lancéme

Bézierflachen



Riickblick und Ausblick

Kapitel 4

Bézierflachen

Abbildung 48

«A Bug’s Life», Walt Disney
Studios; hergestellt durch Pixar
Animation Studios, Richmond,
California
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Lésungen zu den Ubungen

E&gE

Das Augenmerk fillt links auf die Mitte, rechts auf die Ecke rechts oben.
Horizontale und Vertikale sind im linken Bild stérker betont.

Die Kriimmung &ndert sich im rechten Bild stérker.

Das Gebiet mit der stdrkeren Kriimmungsdnderung, also Eigenschaft c), deutet
auf grossere Bewegung hin und zieht daher unsere erste Aufmerksamkeit auf
sich.

Den meisten Leuten geféllt die geschwungene Schriftart besser.

Die Schriftart links.

Buchstaben sind stets in horizontalen Zeilen eines vertikalen Textblocks ein-
geordnet, und so ist es natiirlich, dass die Buchstaben in sich diese beiden
Richtungen tragen.

Beim linken Buchstaben geht beim Schwénzchen rechts unten das Geradenstiick
plotzlich in starke Kriimmung tiber. Rechts sind die Kriimmungsiibergénge viel
sanfter.

Das linke R ist mit Zirkel und Lineal konstruiert, das rechte zeigt in seinem
sanften Schwung typische Eigenschaften der Bézierkurve, entstammt daher einer
neueren Schriftart.

t=0.5
t=04

t=02

PO P2

Im Drahtspannbild der Abbildung 8 unterscheiden sich die Héhen aufeinander
folgender Négel iiber der Grundlinie Py P> je um %. Der Draht 10-10 ist Mittel-
linie des Dreiecks Py P; P». Bei den anderen Drahten liegen die linken Endpunkte
um gleich viel unter- oder oberhalb der Mittellinie, wie die rechten Endpunkte
ober- oder unterhalb der Mittellinie liegen. Diese Driéhte werden nach dem
2. Strahlensatz von der Mittellinie halbiert. Der Kurvenpunkt ist — laut der
Konstruktion von de Casteljau — auf Driahten mit niedriger Nummer (von 0
bis 9) vor der Drahtmitte und damit unterhalb der Mittellinie, auf Drahten mit
hoher Nummer (von 11 bis 20) nach der Drahtmitte und damit wieder unterhalb
der Mittellinie, sodass der Mittelpunkt des Drahtes 10-10 der héchste Punkt der
Bézierkurve 2. Ordnung ist.

Lésungen zu den Ubungen

Abbildung 49
Konstruktion einiger Kurvenpunkte



c) Beispiele: Graphen von Potenz-, Exponential- oder trigonometrischen Funk-
tionen. Zuerst Wertetabelle erstellen, dann die Punkte im Koordinatensystem
eintragen.

Die genannten Graphen sind durch eine Funktionsgleichung gegeben, wihrend
Bézierkurven bisher rein geometrisch, ohne Gleichung, definiert worden sind.

Erster Schritt:
Die Punkte @1, Q2 bzw. @3 teilen die Strecken Py Py, P1 P> bzw. P> P; im Verhéltnis
t:(1—1).

Zweiter Schritt:
R2, Rs teilen die Strecken Q1Q2 bzw. Q2Qs im Verhéltnis ¢ : (1 — ¢).

Dritter Schritt:
Ss teilt die Strecke RoR3 im Verhéltnis ¢ : (1 — t).
S3 ist nun ein Punkt der Kurve zum Parameterwert ¢.

Ahnlich wie in Ubung 4:

Qi teilt P,_1 P; im Verhéltnis ¢ : (1 — t), i=1,2,34
R; teilt Q;—1Q; im Verhaltnis ¢ : (1 — ¢), i=2,3,4
S; teilt R;—1R; im Verhéltnis ¢ : (1 — t), i=3,4

Ty teilt S3S4  im Verhiltnis ¢ : (1 —¢).

Ty ist Punkt der Bézierkurve 4. Ordnung.

Lésungen zu den Ubungen

Abbildung 50
Konstruktion eines
Kurvenpunktes bei fiinf
Kontrollpunkten
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Konstruktionslinien zu den Parametern ¢ = 10—0,

b)

c)

Der Mittelpunkt P(

1
107

cls

T

al
H

™
VA

<2

0
'l.

oo

Abbildung 51
Konstruktion von elf
Kurvenpunkten

Abbildung 52
Bézierkurven und
Konstruktionslinien zu

1
2
1
2

Der Mittelpunkt P(4) der Kurve hat die Koordinaten (0|2h).

-2 0 2 4

) der Kurve hat die Koordinaten (0|6).

quadratischen
Kontrollpolygonen
Py Abbildung 53
Bézierkurve zu trapezformigem
10
Kontrollpolygon

Die im Folgenden vorkommenden Punkte beziehen sich auf die Konstruktion von de
Casteljau in Abbildung 11.

Die Geraden PySs sind Sekanten der Kurve im Punkt Py. Riickt Ss entlang der
Bézierkurve zum Anfangspunkt Py, so nihert sich S3 zunédchst Ry und dieser dem
Punkt Q1. Q1 liegt auf PyP1. Somit ndhert sich die Sekante PyS3 der Geraden Py P
und fallt im Grenzfall mit ihr zusammen.

Entsprechendes gilt fiir die Tangente in Ps.

Lésungen zu den Ubungen

Nach Ubung 3b erreicht die Kurve den héchsten Punkt bei t =
horigen Teilungspunkte @Q; und Q2 halbieren PyPy bzw. Py Ps. P(l) = Ry ist

1 .
5- Die zuge-

2

Mittelpunkt der Mittellinie und liegt damit auch auf der Seitenhalbierenden
Py M (siehe Abb. 54).
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Py 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 1213141516 17 1819 p

Py und P» sind die Endpunkte der Kurve. M sei der Mittelpunkt von PyPs.
R sei der héchste Punkt der Kurve, also jener Kurvenpunkt mit waagrechter
Tangente. Dann liegt P; auf M Ry doppelt so weit von M entfernt, als Rs es ist:
Py(0]0), P1(5]10), P»(20]0).

Die Kontrollpunkte liegen symmetrisch in den Ecken eines gleichschenkligen
Trapezes, eines Rechtecks oder eines Quadrates.

In Abbildung 55 werden alle entsprechenden Strecken halbiert. Nach den Strah-
lensdtzen sind daher die Geraden PyPs, Q1Qs3, UV, P; P> zueinander parallel.
Q1 halbiert Py Py, U halbiert Q1 P1. Also liegt U auf 2 der Strecke PoPy, V auf
% der Strecke P3P». Somit befindet sich der Kurvenpunkt S5 = P(%) auf % der
Trapezhohe.

14
13
12
1 " 5
10
9
. Py % Py
! o/ "L NI
. as & N
E /) S3 NN
0, e \\%
4
3 4 N
5 / N\
ARV \
P, P,

-1-10-9 8 -7 6 5 4 3 2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1. Die Kontrollpunkte Py(—10]|0) und Ps(10|0) sind die Endpunkte der Bé-
zierkurve.

2. Ziehe nach Augenmass in Py bzw. P; symmetrisch zur y-Achse die Tan-
genten to und t3 an die Kurve.

3. Ziehe die Parallele zu PyPs; durch P(%)

4. Diese Parallele schneidet die Tangente to in U, die Tangente t3 in V.

5. P liegt auf § der Strecke PoU und hat die Koordinaten (—4/8).
P; liegt auf 5 der Strecke PsV und hat die Koordinaten (4[8).

Lésungen zu den Ubungen

Abbildung 54
Rekonstruktion des Kontroll-
dreiecks

Abbildung 55
Symmetrisches Kontrolltrapez:
Trapezhohe = % - Kurvenhohe
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P P
0 1 0, )
U e NV
3H/4 L .
pats S3 Ry N
H/2 Q/ &
\\\
N
, Py P3

d) In Abbildung 56 liegt S3 offensichtlich auf 2 der Trapezhohe.

b), ¢) C = P1, D = P», weil die Kurvenhdhe % der Trapezhohe betragt.

a)  P(3)(10/12.5)

b)  P(3)(10[16.25)

c) um 3.75 Einheiten in y-Richtung
d) 37.5%

a) Fir Py gibt es 4 Moglichkeiten zur Auswahl, fir P; 3, fir P, 2, fir P5 1

Moglichkeit, also insgesamt 4 - 3 -2 - 1 = 24 verschiedene Kontrollpolygone:

Py P P Ps Py P P Ps Py Pr P, Ps Py PP P, Ps
A B C D B A C D C A B D D A C B
A B D C B A D C ¢ A D B D A B C
A C B D B C A D ¢ B A D D B A C
A C D B B C D A ¢ B D A D B C A
A D B C B D A C ¢ D A B D C A B
A D C B B D C A C D B A D C B A

b)  Ein Programm fiir den Polygonzug Py P1 P> Ps auf dem TI-83 bzw. TI-89 ist etwa

PROGRAM:UEB14
:ClrDraw

:ZSquare

:Input "POX=",
:Input "POY=",
:Input "P1X=",
:Input "P1Y=",
:Input "P2X=",
:Input "P2Y=",
:Input "P3X=",
:Input "P3Y=",
:Line(A,B,C,D)
:Line(C,D,E,F)
:Line(E,F,G,H)

o Qe T mE U QW e

Lésungen zu den Ubungen

1ueb14 ()

:Prgm

:ClrDraw

:ZoomSqr

:Input "pOx=", pOx
:Input "pOy=", pOy
:Input "plx=", pilx
:Input "ply=", ply
:Input "p2x=", p2x
:Input "p2y=", p2y
:Input "p3x=", p3x
:Input "p3y=", p3y

:Line pOx,pOy,plx,ply
:Line plx,ply,p2x,p2y
:Line p2x,p2y,p3x,p3y

:EndPrgm

Abbildung 56
Allgemeines Kontrolltrapez:
Trapezhohe = % - Kurvenhohe



a) (xr—=za):(xp—2zr)=t:(1—1)

1-1t) - (xr —za)=t-(xB —27T)

Proportion in Produktgleichung
verwandeln

| ausmultiplizieren

SL’T—t-IET—(l—t)~:L’A:t~1:B—t~$T ‘ +t-:ET+(1—t)~$A

zr=(1—t)-za+t -zB

> 7 = 3
b) fr=5-Ta+ 5 7B
= N 3 -
a) TQ = 15 To+ 1571
- _ 7
TRQ_ﬁ
= N 3 o
Ts; = 15 "TR> + 15 " TRs

b)  Programmcode:
PROGRAM:UEB16
:ClrDraw
:ZSquare

:Input "POX=", A
:Input "POY=", B
:Input "P1X=", C
:Input "P1Y=", D
:Input "P2X=", E
:Input "P2Y=", F
:Input "P3X=", G
:Input "P3Y=", H
:7/10 * A + 3/10
:7/10 * B + 3/10
:7/10 * C + 3/10
:7/10 * D + 3/10
:7/10 * E + 3/10
:7/10 * F + 3/10
:7/10 = I + 3/10
:7/10 * J + 3/10
:7/10 * K + 3/10
:7/10 * L + 3/10
:7/10 * 0 + 3/10
:7/10 * P + 3/10

:Line(A,B,C,D)
:Line(C,D,E,F)
:Line(E,F,G,H)
:Line(I,J,K,L)
:Line(K,L,M,N)
:Line(0,P,Q,R)
:Pt-Change (S,U)

Lésungen zu den Ubungen
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Do =2 =2 "R DD TmE O Q

USw.

L A A

— 3 —
"TQy T 15 " TQ, USW.

X Yo =2 =2 - XN o H
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a) FQIZ(l—t)'F0+t'F1
Foy = (1—t) 71+t
FQ3 :(171‘/)~7—’)2+t~7?3

TRy = (1_t)'FQ1 +1t-7Q,
TRy = (1_t)'FQ2 +1-7Q,

7?53 = (1—t)-7?R2+t-7?R3

b) TI-83 TI-89

PROGRAM:UEB17 tueb17()
:ClrHome :Prgm
:ClrDraw :ClrHome
:ZSquare :ClrDraw
:Input "POX=", A :ZoomSqr
:Input "POY=", B :Input "pOx=", pOx
:Input "P1X=", C :Input "pOy=", pOy
:Input "P1Y=", D :Input "plx=", pilx
:Input "P2X=", E :Input "ply=", ply
:Input "P2Y=", F :Input "p2x=", p2x
:Input "P3X=", G :Input "p2y=", p2y
:Input "P3Y=", H :Input "p3x=", p3x
:For (T,0,1,0.1) :Input "p3y=", p3y
:(1-T) — L :For t,0,1,0.1
:L*xA+Tx*xC— I :(1-t) — 1
:L*xB+Tx*xD — J :1#pOx+t*plx — qlx
:L*xC+Tx*xE — K :1#plx+t*p2x — q2x
:L*D+Tx*xF — L :1*p2x+t*p3x — q3x
:L*xE+Tx*xG — M :1xqlx+t*q2x — r2x
:L*xF +TxH—N :1xq2x+t*q3x — r3x
:L*xI +Tx*xK— 0 :1#r2x+t*r3x — s3x
:L*J+Tx*xL — P :1xpOy+t*ply — qly
:L*xK+Tx*xM— Q :1kply+t*p2y — q2y
:L*xL+T*xN— R :1kp2y+t*p3y — q3y
:L*x0+Tx*xQ — S :1*qly+t*q2y — r2y
:L*xP+Tx*xR — U :1%q2y+t*q3y — r3y
:Line(A,B,C,D) :1xr2y+t*r3y — s3y
:Line(C,D,E,F) :Line pOx,pOy,plx,ply
:Line(E,F,G,H) :Line plx,ply,p2x,p2y
:Line(I,J,K,L) :Line p2x,p2y,p3x,p3y
:Line(X,L,M,N) :Line qlx,qly,q2x,q92y
:Line(0,P,Q,R) :Line 92x,92y,93x,93y
:Pt-Change (S,U) :Line r2x,r2y,r3x,r3y
:End :PtChg s3x,s3y

:EndFor

:EndPrgm

a)  Entfernen Sie aus dem Programmcode der Ubung 17 jene Zeilen, welche die
@Q-Punkte miteinander verbinden.
b)  Die Strecken R2Rj3 liegen tangential an die Bézierkurve.
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Entfernen Sie aus dem Programmcode der Ubung 18 zusétzlich jene Zeilen, die mit

Line beginnen.

Ersetzen Sie nach Anleitung die Input-Zeilen aus Ubung 19.

Ersetzen Sie nach Anleitung die Input-Zeilen aus Ubung 19:

TI-83 TI-98
PROGRAM:UEB21 :ueb21 ()
:ClrHome :Prgm
:ClrDraw :ClrHome
:ZSquare :ClrDraw
:[A1(1,1) — A :ZoomSqr
:[A](1,2) — B :k1mx[1,1] — pOx
:[Al1(2,1) — C :k1mx[1,2] — pOy
:[A](2,2) — D :k1mx[2,1] — pix
:[A](3,1) — E :k1mx[2,2] — ply
:[A]1(3,2) — F :klmx [3,1] — p2x
:[A](4,1) — G :klmx [3,2] — p2y
:[A](4,2) — H :klmx [4,1] — p3x
:For (T,0,1,0.05) :klmx [4,2] — p3y
:(1-T) — L :For t,0,1,0.05
:L*A+Tx*xC—1I ((1-t) — 1
:L*B+Tx*xD — J :1#pOx+t*plx — qlx
:L*xC+Tx*xE — K :1*plx+t*p2x — Q2x
:L*D+T=*xF — L :1*p2x+t*p3x — q3x
:L*xE+T=*xG— M :1xqlx+t*q2x — r2x
:L*xF+Tx*xH—>N :1xq2x+t*q3x — r3x
:L*xI+Tx*xK— 0 1 1kr2x+t*r3x — s3x
:L*xJ+Tx*xL — P :1xpOy+t*ply — qly
:L*xK+Tx*xM—Q :1kply+t*p2y — q2y
:L*xL+Tx*xN—R :1#p2y+t*p3y — q3y
:L*x0+Tx*xQ — S :1*qly+t*q2y — r2y
:L*xP+Tx*xR — U :1%q2y+t*q3y — r3y
:Pt-0n(s,U) :1kr2y+t*r3y — s3y
:End :PtOn s3x,s3y
:EndFor
:EndPrgm
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TI-83 TI-89

PROGRAM: UEB22 1ueb22()
:ClrHome :Prgm
:ClrDraw :ClrHome
:ZSquare :ClrDraw
:Input "ANZAHL SEGMENTE N=",6N :ZoomSqr
:If N> 1 :Input "Anzahl Segmente n=",n
:Then :If n > 1 Then
:For (X,1,N,1) : For k,1,n,1
:Input "POX=", A : Input "pOx=", pOx
(wie Ubung 19) (wie Ubung 19)
:Pt-0n(S,U) : PtOn s3x,s3y
:End : EndFor (©t
:End : EndFor (©k
:End :EndIf
:EndPrgm
14 14 14
12 ] 12 12%
10—? 10 10

o
1
%

cov b e b b e e e
=)
1

6
44 4 44
24 2 2
0 5 10 0 5 10 0 5 10 15 20
Abbildung 57
Engelshaar, Herzhalfte und
Schleife
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Abbildung 58
‘Wandernder Kontrollpunkt P»

Abbildung 59
Konvexe Hiillen der_
Kontrollpunkte zu Ubung 23

b) Die konvexe Hiille von Py, P1, P> und Ps enthalt natiirlich alle Punkte Py, P1, P>
und Ps. Damit enthélt sie auch alle ihre Verbindungsstrecken und insbesondere
die Punkte @1, @2 und @3, die auf ihnen liegen. Mit gleichem Recht lasst sich
sagen, dass auch die Teilungspunkte R2 und R3 in ihr enthalten sind und ebenso
der Kurvenpunkt Ss.

Sowohl a) Kontrollpolygon als auch b) konvexe Hiille, als auch ¢) Bézierkurve fallen
mit der kiirzesten Strecke, die alle vier Kontrollpunkte enthélt, zusammen.

Die Polygonseiten miissen sich «stark genug» kreuzen, d.h. im Kontrolltrapez ist
PPy > PyPs.

\/

X X s A

Abbildung 60
Verschlungene Bézierkurven
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a) Bei einer geschlossenen Bézierkurve miissen Py und P, zusammenfallen.

b)  Damit die geschlossene Bézierkurve zudem keine Spitzen aufweist, muss die
Anfangstangente parallel zur Endtangente verlaufen. Da bekanntlich die Tan-
genten in den Anfangs- und Endpunkten entlang der ersten und der letzten
Polygonseiten Py P; bzw. P,,_1 P, verlaufen, miissen Py, P und P,_; auf einer
Geraden liegen. Beispiel von Kontrollpolygonen:

Kurve ‘ Py P P, Py Py
a)  Tropfen | (0[0)  (=5[5)  (0[10)  (55)  (0]0)
b)  Erbse (10/0) (5]0) (10]10) (15]0) (10/0)

Abbildung 61
Tropfen und Erbse:
Bézierkurven mit

Kontrollpolygonen
a)  Px(7+15) P3(10/0)
b)  Px(7| —15) P3(10/0)
Fiir die Bézierkurve 2. Ordnung ist h = §H  (h = Kurvenhohe)
Fiir die Bézierkurve 3. Ordnung ist h = 3H  (H = Dreiecksh&he)
Daher gibt es nicht dieselbe Kurve (siche Abb. 62).
Py Pi=Py=0,
R, R3
0y : 0> 0 Qs
Abbildung 62
Links Bézierkurve 2. Ordnung,
Po P Po Ps rechts Bézierkurve 3. Ordnung
mit P = P

Oktober 2002, Mark Hoefer: Bezier Curve Demo (mit Java Source Code)
http://www.math.ucla.edu/ baker /java/hoefer /Bezier.htm

Oktober 2002, Interactive Bezier Splines, a Java program
http://www.sunsite.ubc.ca/LivingMathematics/VO01N01/UBCExamples/Bezier /
bezier.html
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a) ‘ APPS ‘ ‘ 1:Flash Apps ‘

F2 5:Segment
F2 2:Point on [iject‘
g 1:Distance
g 1:Distance
E 6:Calculate
E 5:Segment
g 5:Segment
g 5:Segment
E 3:Dilation
E 3:Dilation
; 3:Dilation
E 5:Segment
E 5:Segment
; 3:Dilation
; 3:Dilation
E 5:Segment ‘
; 3:Dilation

b) 'F7| 2:Trace On
; 3:Animation ‘
Hand ‘ Cursor ‘ (re. od.li)
ESC |

c) F1 1:Pointer
F 3:Animation
Hand

Cabri Geometry

E New

Type: Figure
Folder: main

Variable: castel

(Strecke zeichnen)

(Teilungspunkt setzen)

(kurze Teilstrecke messen) z.B. 0.48cm
(ganze Strecke messen) z.B. 2.38cm

a/b (fiir a Zahl 0.48 cm anklicken)
fiir b Zahl 2.38 cm anklicken)  z.B. R: 0.20
Strecke Py Py zeichnen)

(

(

(Strecke Py P» zeichnen)

(Strecke P, Ps zeichnen)
(Teilungspunkt Q1 konstruieren)
(Teilungspunkt Q2 konstruieren)
(Teilungspunkt Q3 konstruieren)
(Strecke Q1Q2 zeichnen)
(Strecke Q2Q3 zeichnen)
(Teilungspunkt R2 konstruieren)
(Teilungspunkt R3 konstruieren)
(Strecke RaR3 zeichnen)
(Teilungspunkt S3 konstruieren)
(Bezierpunkt S3 anwéhlen)
(Teilpunkt auf Strecke anwéhlen)
( loslassen, S3 wandert)
(Zum Anhalten)

(P> anwahlen)

(Konstruktion wandert mit P»)

Der Ubersicht halber, sei voriibergehend 7s, durch Sz usw. abgekiirzt:

a) S3=(1—1t) Rz
b S=(-0)
=(1-t)"-Q
c) S3=(1-1)
—(1-1)
m(t) = (1-1)
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+t-Rs (nach Ubung 15)

(1= 8)Q1 +1Q2] +#[(1 - 1)Q2 + 1Qs]

+2t(1— 1) - Q2 +£- Qs
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1 729 ., 243 27 1
2 T(E) = 7000 ™ " 1000 ™ " 1000 "> 1000 "
/1 1 3 3 1
7"(5) = 3 To + 3 1+ 3 7 aF 3 s

F(g): 1 .o 2 o 243 . 79
10 1000 1000 1000

b)  néher, grosser

) 72.9%, 24.3%, 2.7%, 0.1%

d)  Die Summe ergibt jedesmal 100%.

a)  Die Hochzahlen der Potenzen von (1 — ¢) nehmen von 3 nach 0 ab.
b)  Die Hochzahlen der Potenzen von ¢ nehmen von 0 nach 3 zu.
c¢)  Die Faktoren vor den Potenzen von (1 —t) und ¢ sind 1, 3, 3, 1.
d) Diese Faktoren 1, 3, 3, 1 kommen im Pascalschen Dreieck vor, ebenso als
Koeffizienten in 1- 2% +3- 2%y +3-zy? +1-9° = (z + )%
a)
14
0.8
0.6 n=3
0.4
0.2
Abbildung 63
0 Die Graphen der Bernstein-
0.2 04 0.6 0.8 1 polynome der Ordnungen 3
bzw. 10
b)  Das Maximum von By ist bei 0, ..., von B} bei %, ..., von B, bei 1; d.h., die
Maxima sind gleichméssig iiber das Intervall [0, 1] verteilt (sieche Abb. 63).
¢) n=31i=0:Byt) =(1-1t)? B§ maximal fiir t = 0 B3(0) =1

i=1:B}t) =3(1-1t)°

BY(t) =3-12t+9=0
BY'(t) =-12+18t B} maximal fiir t = ! B3<1> _4
: ! 3 "\3) 79
i=2: B3(t) =3(1-1t)
BY(t) =6t—9t2=0
o . ) 2 2 4
B3 (t) =6—18t B3 maximal fiir t = = B? <§> =5
i=3Bit) =t B3 maximal fiir t = 1 Bi1) =1

n allgemein:
n n\ i n—1t
Br(t) =(3)¢-0-1
i

(”)t"*l (=" i nt] = 0 fiir t =

B (t) i

(0 .
Also ist B maximal fir t = —, i=0,...,n
n
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a)  Im Bernsteinpolynom B} (t) = (?) At (1—=8)"""miti =0,...,nundt € [0,1]

sind alle Faktoren positiv oder null. Die Bernsteinpolynome verlaufen immer
oberhalb der ¢t-Achse.
b)  Beim binomischen Potenzieren erhélt man mit dem Pascalschen Dreieck

(x+y)" = i(?)ml St

Setzt man x = ¢ und y = 1 — ¢ ein, so ist

L=+ @-0)r =Y (7)f-a-0"" =3 B

Bii(1—8) = (.0 ) -0 - - )" = (F)a-om e = B

Das (n — ¢)-te Bernsteinpolynom nimmt — riickwérts durchlaufen — die gleichen

¢)  Aus der Symmetrie des Pascalschen Dreiecks folgt ( " > = (?), daher gilt

Werte an wie das vorwérts durchlaufene i-te Bernsteinpolynom. Fiir die Bé-
zierkurve bedeutet es, dass bei rlickwértiger Nummerierung der Kontrollpunkte
dieselbe Bézierkurve durchlaufen wird. Mit anderen Worten, die Bézierkurve zu
den Kontrollpolygonen Py P P> Ps und Ps P> Py Py sind gleich.

a)  Mit Hilfe des Programms aus Ubung 22 (mit Kette von 2 Segmenten) kann
das Nike-Logo anndhernd erzeugt werden, wenn z. B. folgende Kontrollpunkte
gewahlt werden:

Segment | Py | P | Py | Ps
oben (150] 0) (—40| —50) ( 10| —25) (25] 0)
unten ‘ (150] 0) ‘ (—80| —90) ‘ (—=15|—35) ‘ (25] 0)

20 40 60 80 100 120 140
Oty b b b b b
-10
-20
=30

Abbildung 64
Nike-Logo: erster Versuch
b)  Das Nike-Logo lésst sich in vier Teilsegmente zerlegen, die entweder symmetrisch
oder geradlinig sind. Hier sind die aus der Vermessung und der nachfolgenden
Konstruktion (siche Ubungen 11 und 26) gewonnenen Kontrollpunkte tabella-
risch zusammengestellt:

Segment | Py | Py | P, | Py
ky (82| 0) (46| —48) ( 59| —66) (14| —42)
ko (114 | —42) (170 | —18) (210|  0) (210|  0)
ks (82| 0) ( 73] —29) (77| —34) (104 | —28)
ks (104] —28) (131]—22) (210|  0) (210|  0)
. ‘3‘0‘ B ‘1(‘)0‘ B ‘1‘20‘ B ‘14‘0‘ B ‘16‘0‘ B ‘18‘0‘ B ‘290‘ B

10 7

-20 é

30 —

by

-50 E Abbildung 65

Nike-Logo: zweiter Versuch
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76

Lassen Sie IThrer Fantasie freien Lauf!

Bézierkurven 2. Ordnung kénnen keine Kurven mit Wendepunkten darstellen.

Der Hochpunkt der Bézierkurve 2. Ordnung liegt auf halber Dreieckshohe.

Fiir die erste Kurve gilt, dass P(%) auf der halben Dreieckshohe liegt, also die
Koordinaten (0|4.5) haben muss. Fiir die zweite Kurve gilt, dass P(%) auf drei
Viertel der Trapezhohe liegt, also auch die Koordinaten (0[4.5) hat.

Die Bézierkurve 2. Ordnung hat die Gleichung

—6 0 6 —6 + 12t
F(t) = 1—t2< >+21—t-t~ +t2<>:( )
W=0-9 0 (=9 <9) 0 18t — 18¢*
welche mit derjenigen der gegebenen Bézierkurve 3. Ordnung iibereinstimmt:
—6 -2 2 6
SN 13 _ a2 _ a2 3
7(t) = (1—t) ( 0)+3(1 £) t( 6)+3(1 1)t <6>+t (0)

—6+ 12t
a <18t = 18t2>

lP1 P

[\ [\
[\

HI2 . * 3h/4
P1/2) 7P(1/2) :

\‘ hi2

1 ] Abbildung 66
Konstruktion von P(%): links die
P, P, Py=K, P,=K; Bézierkurve 2. Ordnung, rechts

jene der 3. Ordnung

H ist die Hohe des gleichschenkligen Kontrolldreiecks Py P P». Der Mittelpunkt P (%)
der symmetrischen Kurve liegt auf halber Hohe des Kontrolldreiecks.

h ist die Hohe des gleichschenkligen Kontrolltrapezes Ko, K1, K2, K3. Der Mittelpunkt
P(%) der symmetrischen Kurve liegt auf drei Viertel der Héhe des Kontrolltrapezes.

Also gilt % -H = % - h und somit h =

% - H. Die neuen Kontrollpunkte K; und K>

haben daher die Ortsvektoren 7x, = %rpo + gf’pl und 7, = %Fpl + %sz.

3

Die neue Bézierkurve 3. Ordnung mit der Gleichung

Ft) =0 —t)Fry +3- A —t)2 -t -7r, +3- (1 —t) - t° - iy + 1 - Ty

1 2 2 1
=1-t)°f0+3-1—1t)7° t- [§Fo+§ﬂ]+3-(l—t)-t2- [§F1+§F2]+t3-7?2
=A-t)’FH+2-A—t) - t-F+t> 7

stimmt mit der urspriinglichen Bézierkurve 2. Ordnung iiberein.
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Die gegebenen Ansétze fiir K; und K> in die Formel fiir die Bézierkurve 3. Ordnung
eingesetzt, ergibt

Fit) = (1—t)° Frg +3-(1—t) t-7Fr, +3- (1 —t) - t° - P, + t°Fr,
= (1 —1)%R% 4+ 3(1 — t)*t[(1 — a)7o + a7 ] + 3(1 — t)t*[(1 — b)71 + bis] + t°7
=7 (1—t)’[(1—1t)+3(1 —a)t] + 7 -3(1 — t)t[a(l —t) + (1 — b)t] +
+ 7 - t2[3b(1 — t) + 1]
Da diese Formel mit jener der Bézierkurve 2. Ordnung
Fy=1—-t)° - Fo+2-(1—t) - t-A+t> 7

iibereinstimmen muss, erhalt man durch Koeffizientenvergleich

(1-t)+3-(1—a)-t =1
3-la-(1—-t)+(1—-b)-t]=2
3.b-(1—t)+t =1

Diese drei Gleichungen sind fiir jeden Parameter ¢ erfiillt, wenn a = % und b = % ist.

a)  Die Kontrollpunkte fiir den inneren, unteren Kurventeil k1 erhélt man folgen-
dermassen:
Wegen der vertikalen Tangenten in Py und P; ist das Kontrollpolygon fiir k;
ein Rechteck mit Grundlinie Py(—2.5/0) und P5(2.5]|0). Da die Rechteckshohe
H = % . Kurvenhdhe h = % - (—3.9) = —5.2 sein muss, ist die Decklinie durch
Py (—2.5] = 5.2) und P»(2.5| — 5.2) gegeben.

Die Kontrollpunkte der anderen Kurventeile ersehen Sie aus der Tabelle.

Kurventeil ‘ P, P P, P
Ky (—2.5] 0) (—2.5]|—5.2) (2.5] —5.2) (2.5] 0)
ks (—2.5] 0) (-25|452)  (25]45.2) 2.5] 0)
ko (—3.5] 0) (=3.5| —5.6) (3.5] —5.6) (3.5] 0)
ks (=3.5] 0) (—3.5| +5.6) (3.5] +5.6) (3.5] 0)

b, ¢) Nach Ubung 10 erhiilt man die Kontrollpunkte fiir die Cauda (das Schwiinzchen
im Q):

Kurventeil ‘ Py Py Py
ks (0.6 —4.2) (4.0] —5.5) (6 |—4.9)
ke (0.4] —4.2) (3.4]—6.7) (6 |—4.9)

Gemiss Ubung 42 gilt fiir ks
( O.6> 2 ( 4.0) ( 2.9)
. + . o)
—4.2 3 \-55 — 51
- ( 4.0) 1 ( 6.0) ( 4.7)
TKy = 5 ° + = =
—5.5 3 \—4.9 —5.3

Entsprechendes gilt fiir k¢. Zusammenfassung der Koordinaten:

W =

K, =

wWinNo

Kurventeil ‘ Py Py P Ps
ks (0.6] —4.2) (2.9] —5.1) (4.7] =5.3) (6] —4.9)
ke (0.4] —4.2) (2.5] —5.9) (4.3] —6.1) (6] —4.9)

d)  Mit diesen Daten kénnen Sie das Taschenrechnerprogramm aus Ubung 22 fiir
eine Kette von 6 Bézierkurve 3. Ordnung beniitzen, um die Kontur des Buch-
stabens QQ zu erzeugen.
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¢) TI-83 TI-89

PROGRAM: UEB43 :ueb43()

:ClrHome :Prgm

:ClrDraw :ClrHome

:ZSquare :ClrDraw

:Input "ANZAHL SEGMENTE N=",6N :ZoomSqr

:Input "NEIGUNG M=",M :Input "Anzahl Segmente n=",n
If N> 1 :Input "Neigung m=",m
:Then :If n > 1 Then
:For (K,1,N,1) : For k,1,n,1
:Input "POX=", A : Input "pOx=", pOx
:Input "POY=", B : Input "pOy=", pOy
:Input "P1X=", C : Input "pix=", plx
:Input "P1Y=", D : Input "ply=", ply
:Input "P2X=", E : Input "p2x=", p2x
:Input "P2Y=", F : Input "p2y=", p2y
:Input "P3X=", G : Input "p3x=", p3x
:Input "P3Y=", H : Input "p3y=", p3y
:A+B*M — A : pOx+pOy*m — pOx
:C+D*M — C : plx+ply*m — pix
:E+F*M — E © p2x+p2y*m — p2x
:G+H*M — G : p3x+p3y*m — p3x
wie Ubung 22 wie Ubung 22
:Pt-0n(S,U) : PtOn s3x,s3y

:End : EndFor (Ot

:End : EndFor (©k

:End :EndIf

:EndPrgm
f)  individuell

Im Folgenden wird die Summenregel hergeleitet. Ahnliches gilt fiir die beiden Kon-

stantenregeln.
o) — lin O =7 (00 + T(0) = (ko) +T(t0))
t—tg t—to t—tg t—to
g Ut) —ulte) . (@) —U(te) - s
=g = e o b))

a)  Wegen der Summen- und der Konstantenregel brauchen nur die Bernsteinpoly-
nome abgeleitet zu werden:
Pty =112 - F+3-t-1-t)° A +3-2 - (1—t)-Hm+t>-7
=(1—-t)3 7+ Bt—6t7+3t) -7 + (3> —3t°) - "+t - 7

Ft) = —=3(1 — t)? - 7o + (3 — 12t + 9t°) - 71 + (6t — 9t°) - 72 + 3t* - 7%

b) In P, ist t = 0, daher #(0) = —3 - 7 + 3 - 71 = 3(71 — 7o) = 3PPy
In Ps ist t = 1, daher #(1) = —3 - 7% + 3 - 7% = 3(7% — %) = 3P, P5

c) Die Tangente in Py verlauft parallel zur ersten Polygonseite PyP;.
Die Tangente in Ps verlauft parallel zur letzten Polygonseite P»Ps
(vgl. Ubung 9).
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Die Bézierkurve 3. Ordnung hat die Parameterdarstellung
Pit)=(1—-t)°® Po+3-(1—t)°-t-PL+3-(1—1t)-t* - P+ t°P3
Pt)=3-[-1—-t) Po+(1—t)(1-3t)- PL+t(2—3t) - P +t* - P3]

71 1 1 1 1
P(3) =3[-3R— 3R+ 3P+ 3R]

& 3=
= Z[(P3 —P)+ (P.—P)] = Z[POPS + PP
Hier wurde Py mit 7p, identifiziert, entsprechend ist P3—FPy = 7p, —7'p, = PoPs,
usw.

b)  Die Tangente ist parallel zur Grundseite des Trapezes (siche Abb. 67).

c¢)  Die Tangente ist parallel zu PyPs + P1 P> (siche Abb. 67).

d)  Es reicht, nur P(}) samt seiner Tangente PoPs + P1P; zu konstruieren. Die
Kurve zieht man dann — ausgehend vom Anfangspunkt P, — ein Stiickchen
entlang der Polygonseite Py P1. Man fahrt fort, den Mittelpunkt P(%) ins Auge
fassend und dafiir sorgend, dass man sich dem Mittelpunkt entlang der Tangente
nahert. Dann ndhert man sich dem Ziel Ps, wieder entlang dessen Tangente, der
letzten Polygonseite P> Ps (siehe Abb. 67).

P,
Pl P2 Pl
Vektorsumme
5:3 PoP3+ PP,
/ . kvektor PP,
Py P, P, Py
Grundvektor PyP,
Abbildung 67
Mittentangente
Pt)=(1-1t)°% P+3-1-t)t-Pi+3-(1—1t)-t* - P, +t°P3
Pt)=3-[-1—-t)> Po+(1—t)(1-3t)- PL +t(2—3t) - P +t* - P3]
Daher

R2R3 = R3 - R2

(i)

=1 -1)Q2+1tQ3 — (1 —t)Q1 — Q2
=—1-0)[1=-t)Po+tP]+ (1 —=20)[(1 —t)P +tPa] + ¢t
=—(1—1t)’Po+(1—t)(1 = 3t)PL + t(2 — 3t) Py + t°P3 =

—

1 —t)P; + tP;]
- P(t)

W=

(a) Pl)=1—-1t)° P+2-(1—1t)-t-PL+t Py

Pt)=—-2-(1—1t)-Po+2(1—2t)- P, +2t- P,

(b) PO)=2-[-Po+P]=2-PP
P(1)=2-[-Pi+P]=2-P P

(a) Pl)=Q—-t)"Po+n(l—t)" "Pi+...+n(l—t)t" ‘P, +t"P,
P(t) = —n(1—t)""'"Po+n(l—nt)(1—t)" P +...

vt n(n—1—nt)t" 2Py +nt" P,
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(b) P(O) =n-[—FPo+ P n- PPy
P(1)=n-[-Po_1+ P =n-P, 1P,

a)  Man legt die z-Achse durch Py und P», dann ist yo = 0, y2 = 0 und fiir den
Hochpunkt der Kurve ist ¢(t) = 0.

yt) = (1—t) yo+2-(L—t) t-yi+t - ya=2-(1—1t) -t -y

yt)=2-(1—-2t)-y1 =0 fiir t:§
Also ist der Kurvenmittelpunkt zugleich Hochpunkt der Bézierkurve 2. Ord-
nung.

b)  Die Kontrollpunkte Py und Ps sollen wieder auf der z-Achse liegen. Im Trapez
liegen die Kontrollpunkte P; und P, auf gleicher Héhe h = y1 = y2. Es gilt

dann:

yt) =1 -1ty + 3-(1—t)°-t-yp b 31—t 2y + ey
= 0 + 3-(t—224t)-h + 3-*—=t)-h + 0

1
g(t)=3h-(1—4t+3t> +2t —3t*) =3h-(1—2t) =0  fiir t= 5
Wieder ist der parametrische Mittelpunkt zugleich Hochpunkt der Bézierkurve

3. Ordnung.

a)  Die Koordinaten der Bézierkurve sind

(x(t)) B <(1 )% (— )+3(1t)%a+3(1t)t2(a)+t31>
0

y(t) (1 — )04 3(1 — t)%tb + 3(1 — t)t*b + 30
B (( 312+ 6a)t? (2+6a)t+2]>
3bt - (1 —1t)

Im Uberschneidungspunkt ist aus Symmetriegriinden z(t) = 0. Neben der Lo-

sung t; = % gibt es noch weitere Losungen, wenn die Diskriminante des quadra-

tischen Faktors positiv ist, d.h., wenn (2 + 6a) - (6a — 6) > 0, also a < —1 oder

a > 1 ist. Da a positiv sein soll, gibt es nur fiir @ > 1 Uberschneidungspunkte.
b)  Die Gleichung z(t) = 0 fiihrt zu

1
h=3 P = (0] 3 )

(14 3a) £ /(1 + 3a)(3a — 3)
2-(1+3a)

P(tss) = (0’

tos = )
- 3a+1

Der Punkt P(t2) = P(t3) ist fiir jedes a > 1 Uberschneidungspunkt der Bézier-
kurve.

c)  Wegen a) und b) gibt es eine Schlinge, nur wenn a > 1 ist,
also wenn P; P> > PyPs (siche Abb. 68).

0 0 0 20 W Abbildung 68

Verschlungene Bézierkurve
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Das erste Béziersegment 7(¢) werde durch die Kontrollpunkte Py, Pi, P2, P3 erzeugt,
das zweite Béziersegment 5(t) durch die Kontrollpunkte Ko, K1, K2, Ks.

Damit die Segmente nahtlos ineinander tibergehen, muss 7#(1) = 5(0) sein, also P3 =
Ky (Stetigkeit 0. Grades).

Damit beim Ubergang keine Knicke entstehen, muss 7(1) = 5(0) gelten,

also P,Ps = KoK, (Stetigkeit 1. Grades).

Also liegen P», Ps = Ko, K; auf einer Geraden, und P; = K ist die Mitte der Strecke
PQKl.

a)  Leitet man das Resultat aus Ubung 48 nochmals ab, so erhilt man
P(t) =n(n—-1)(1-t)" %Py
n(n—1)(=2+nt)(1 — )" * P,

— (0 =2)(n=3)(1 = 1)’ = 4(n = 2)t(1 — 1) + 2°)t" Py

n—an + Pn—lpn—2

a)  Fiir n =2 in (6) erhilt man #(0) = 2- (PiPy + P, P;) und
’F(l) =% o (Plpo + PP )
b)  Die zweite Ableitung der Gleichung fiir die Bézierkurve ist konstant, denn

Fit)= (1 —t)%7F + 2(1 — t)t7 + 27
Ft) = —2(1 — )7 4+ 2(1 — 2¢)7 + 2t7%

F(t) 27?0 — 4771 + 2772 = 2(770 — 27?1 + ’FQ) = 2(P1P0 + PP )

T
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Abbildung 69
Zur zweiten Ableitung in den
Endpunkten der Bézierkurve
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¢)  Parabeln 2. Ordnung haben bei geeigneter Parametrisierung (z.B. © = ¢, y =
at?® + bt + ¢) konstante zweite Ableitungen.
d)  Wahlt man das Koordinatensystem so, dass der konstante Vektor

~()- ()
r= o -
Y a2
48
ist, so erhélt man durch zweifaches Integrieren 7= ( ), wobei x = bit + 1
Y

und y = %ath + bat 4 c2 ist. Durch Elimination des Parameters ¢ kann y in der
Form y = da? 4 ex + f geschrieben werden. Das ist die Gleichung einer Parabel.

a)  Wie in Ubung 51 gilt Ps = Ko und PoP5 = KoK;. Zusitzlich muss 7(1) = 5(0)
sein, also nach Ubung 52 (mit n = 3) PPy + PoPs = K1 Ko + K1 K> .

b) Geometrische Begriindung:
Durch Betrachtung von Abbildung 70.

Abbildung 70
Ruckfreier Ubergang

Algebraische Begriindung:
Ubersichtshalber sei jeweils der Ortsvektor mit seinem Punkt identifiziert:

PP+ P,Ps =K Ko+ K1 K7 | durch Ortsvektoren ersetzen
Py — P+ Ps— P, = Ko — K1 + K2 — K; | beidseits Ko = P subtrahieren
PL—2-P =K, —2-K; | ordnen

2. (K1 — P») =K,— P

2. PRy =P Ky

a)  Sherlock Holmes bemerkte bei dieser Aufgabe, dass das hintere Rad eine tiefe-
re Spur hinterlassen wiirde, weil das Gewicht auf ihm lastete. Obwohl diese
Beobachtung richtig ist, 16st sie das Problem nicht.

80

N Abbildung 71
T T T Die Spur des Hinterrades
20 40 60 80 100 120 mitsamt den Kontrollpunkten
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70

60

50

40

30

20

Die durch die 15 Kontrollpunkte erzeugte Bézierkurve

14 1

TH :Z( 4
i=0

)t" O R

3

beschreibt die Spur des Hinterrades. Riickt man von der momentanen Position
des Hinterrades in Richtung der Tangente v Einheiten vor, so erhilt man die
Position des Vorderrades:

— - TH
V=TH+V ——

N

. . e
Hier ist |7m| die Lange des Vektors 7z, somit —_ der Einheitsvektor in Rich-

tung der Tangente. |7

1 Nach rechts fahrend . . 80 Nach links fahrend . .
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Abbildung 72
Das linke Bild, nach rechts
fahrend, entspricht der Velospur
von Abbildung 42

D
C
2o Abbildung 73
] Polynomfunktion und
-5 Bézierkurve durch die Punkte

A, B, C,D

Abbildung 73 zeigt unter anderem die Punkte A, B, C, D.
Die einfachste Polynomfunktion, welche die vier Punkte enthalt, ist von der
Form y = a-22+b-22+c-z+d. Setzt man die Koordinaten der 4 Punkte A, B,
C, D ein, so entsteht ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte
a, b, ¢, d. Die Losung ergibt, auf 3 Dezimalstellen gerundet,

y~ —0.057- 2> +0.151 - z° 4+ 2.286 - = + —0.924

Der Graph ist in Abbildung 73 griin eingetragen.

Die Kurve schliagt zwischen den Punkten B und C' stark nach unten aus.

Die zu A, B, C, D gehérende Bézierkurve ist in Abbildung 73 gelb gezeichnet.
Sie benimmt sich eher wie erwartet.
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Nullstellen sind Py(—1|0) und Ps(1]|0). Ansatz fiir die Parabel ist y = a(z* — 1).
P2(0] — v/3) einsetzen ergibt y = +/3(2® — 1), eine Parabel mit Offnung /3.
Ansatz ist y = az® + bz + c.

Die Punkte Py(0[v/2), Pi(+/2]0) und Pg(%|%) eingesetzt, ergibt ein
Gleichungssystem mit 3 Gleichungen fiir die 3 Unbekannten a, b, c. Die Losung
ergibt y = v62% — (V12 + 1)z + v/2, eine Parabel mit Offnung /6, anders als
in a).

Siehe linke Bilder in Abbildung 74.
Nach Gleichung (9) lautet die Parameterdarstellung des Teppichs

(s,t) = Z Z Bi(s) - BY(t) - s
k=0 i=0

wobei Py; die gegebenen Kontrollpunkte, B (s) und B3 (t) die Bernsteinpolyno-
me der 3. Ordnung sind.
with(plots):
with(linalg):
P00:=[75, 0,85]:P01:
P10:=[63,06,60]:P11:=
P20:=[71,21,25]:P21
P30:=[73, 0, 0]:P31:=

=[73,28,85]:P02: =]

58,30,60]:P12:=[56,48,60] : P13:
=[62,32,25]:P22:=[46,35,25] : P23:
60,20, 0]:P32:

66,43,85]:P03:=[51,47,85]:
47,56,60] :
37,41,25]:

=[
[43,55, 0]:

[
=[

>

>

>

>

>

> [49,37, 0]:P33:

> BO:=u—>(1-u)A3:

> Bl:=u—>3%ux(1-u)A2:

> B2:=u—>3%un2*(1-u):

> B3:=u—>uA3:

> x0:=(v) —>B0(v)*P00[1]+B1 (v) *P01[1]+B2 (v) *P02[1]+B3 (v) *P03([1] :

> x1:=(v) —>B0(v)*P10[1]+B1 (v) *P11[1]+B2(v) *P12[1]+B3 (v) *P13[1]:

> x2:=(v) —>B0(v)*P20[1]+B1 (v) *P21[1]+B2 (v) *P22[1]+B3 (v) *P23[1] :

> x3:=(v) —>BO0(v)*P30[1]+B1 (v) *P31[1]+B2 (v) *P32[1]+B3 (v) *P33[1] :

> y0:=(v) —>B0(v)*P00[2]+B1(v) *P01[2]+B2 (v) *P02[2]+B3 (v) *P03[2] :

> y1:=(v) —>B0(v)*P10[2]+B1 (v) *P11[2] ]

> y2:=(v) —>B0(v)*P20[2]+B1 (v) *P21[2]+B2 (v) ¥*P22[2]+B3 (v) *P23[2] :

> y3:=(v) —>B0(v)*P30[2]+B1 (v) *P31[2]+B2 (v) *P32[2]+B3 (v) *P33[2] :

> 20:=(v) —>B0(v)*P00[3]+B1 (v) *P01[3]+B2 (v) *P02[3]+B3 (v) *P03[3] :

> z1:=(v)—>B0(v)*P10[3]+B1 (v) *P11[3]+B2(v) *P12[3]+B3 (v) *P13[3]:

> z2:=(v) —>B0(v) *P20[3]+B1 (v) *P21[3]+B2 (v) ¥P22[3]+B3 (v) *P23[3] :

> z3:=(v) —>BO0(v)*P30[3]+B1 (v) *P31[3]+B2 (v) *P32[3]+B3 (v) *P33[3] :

> x:=(u,v) —>B0(u)*x0(v)+B1 (u) *x1 (v) +B2 (u) *x2 (v) +B3 (u) *x3(v) :

> y:=(u,v)—>B0(u)*y0(v)+B1 (u)*yl(v)+B2(u) *y2(v)+B3(u) *y3(v) :

> z:=(u,v) —>B0(u)*z0(v)+B1 (u) *z1 (v) +B2 (u) *22 (v) +B3 (u) *z3(v) :

> Tabelle:=|

[[POO[1],P0O0[2],P00[3]], [PO1[1],P01[2],PO1[3]], [PO2[1],P02[2],P02[3]],
[PO3[1],P03[2],P03[3]]],

[[P10[1],P10[2],P10[3]], [P11[1],P11[2],P11[3], [P12[1],P12[2],P12[3]],
[P13[1],P13[2],P13[3]]],

[[P20[1],P20[2],P20[3]], [P21[1],P21[2],P21[3]], [P22[1],P22[2],P22[3]],
[P23[1],P23[2],P23[3]]],

[[P30[1],P30[2],P30[3]], [P31[1],P31[2],P31[3]], [P32[1],P32[2],P32[3]],
[P33[1],P33[2],P33[3]]]]:

> PLOT3D(MESH( Tabelle ), AXESLABELS(x,y,z),

ORIENTATION(45,45) ,SCALING(CONSTRAINED)) ;

> plot3d([x(u,v),y(u,v),z(u,v)],u=0..1,v=0..1,

scaling=CONSTRAINED,axes=BOXED) ;

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
2]+B2(v) *P12[2]+B3 (v) *P13[2]:

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

]
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Abbildung 74 zeigt links das Kontrollnetz und rechts den durch die zugehérige
Bézierfliche erzeugten Teppich, oben fiir das Kontrollnetz (i), unten fiir das
Kontrollnetz (ii). Einmal wirkt der Teppich mutig, einmal zaghaft.

ASEErEleT

Abbildung 74
Kontrollnetze und Bézierflichen zu
Aladdins Teppich

a) In Abbildung 75 wurde dasselbe Maple-Programm wie fiir den Teppich ge-
braucht, ausser dass fiir das Kontrollnetz folgende Zahlen verwendet wurden:
> P00:=[ 1, 0, 5]:P01:=[ 2, 0,-2]:P02:=[-2, 0,-2]:P03:=[-1, 0, 5|:
> P10:=[ 3,10, 5]:P11:=[ 2,10,-5]:P12:=[-2,10,-5]:P13:=[-3,10, 5]:
> P20:=[ 2,20, 5]:P21:=[ 2,20,-5]:P22:=[-2,20,-5]:P23:=[-2,20, 5|:
> P30:=[ 0,30, 7]:P31:=[ 0,30, 7]:P32:=] 0,30, 7]:P33:=] 0,30, 7]:

Abbildung 75
Bézierflache einer Bootsschale
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Bézierflachen sind mathematisch erzeugte Formen.
Anders als Kugeln, Kegel und Prismen erlauben sie
das Gestalten weicher, fliessender Formen, insbe-
sondere das Nachahmen von Hand gezeichneter

Kurven und Flachen.

Urspringlich in der Autoindustrie von Inge-
nieuren entwickelt, wird dieser Algorithmus zur
Erzeugung der von Hand konzipierten Kurven
in praktisch allen Gebieten des Designs ange-
wendet: von der computergesteuerten Herstel-
lung eines Schiffsrumpfes Gber die Erzeugung
eines Computerfonts bis hin zur Darstellung
makelloser Blutenblatter in der Werbung.

DMK-Themenhefte sind Begleitmaterialien fur
den Mathematikunterricht. Sie erlauben die
Behandlung eines mathematischen Themas an
neuartigen Problemstellungen und liefern
Zusatzinformationen fir Interessierte.
«Bézierkurven: gezeichnet und gerechnet»
fahrt in ein Stoffgebiet ein, das Schilerinnen
und Schiler mit technischen oder kiinstleri-
schen Neigungen gleichermassen anspricht.
Das Heft ist Ubersichtlich strukturiert und
ansprechend gestaltet; alle 59 Ubungen sind
im Unterricht getestet. Die Lésungen der
Ubungen finden sich am Schluss des Heftes.
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